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第 一 章 “IR" 中 的 凸 集 


”我们 假定 , 读者 已 经 熟悉 数学 分 析 和 线性 代数 的 基本 概 
念 和 基本 知识 ， 以 及 集合 论 中 的 常用 符号 和 基本 事实 . 为 了 
方便 读者 阅读 ， 同 时 也 为 了 统一 符号 ， 在 1.1 节 和 1.2 节 中 
我 们 扼要 地 叙述 今后 要 用 到 的 线性 代数 和 数学 分 析 中 的 一 
些 重要 事实 ， 本 章 讨 论 的 主要 内 容 包括 : 凸 集 和 凸 锥 ， 凸 集 
的 相对 内 部 ， 凸 集 分 离 定 理 ， 承 托 超 平面 ， 凸 多 面体 ， 凸 集 
的 无 界 性 和 凸 集 的 面 . 凸 集 分 离 定理 在 凸 分 析 中 占有 核心 的 
作用 ,是 凸 分 析 的 重要 分 析 工具 . 凸 分 析 中 的 一 些 重要 结论 ， 
都 与 凸 集 分 离 定 理 密切 相关 . 


1.1 仿 射 集 和 超 平面 


我 们 用 及 表示 实数 集 ， 用 到 ”表示 所 有 n 实数 组 
Z 一 (和 ,如 7 构成 的 线性 空 闻 . 之 叫做 JR" 的 向 量 、 
点 或 元 ， 这 里 > 表示 转 置 ，JR" 中 向 量 的 加 法 和 数 乘法 规 
定 如 下 : : 

《< ,En)” 十 (71， 机 ,Dn)” 一 (&1 十 71," ,én 十 7n) ， 

Ac En) 一 (ACEAEn) 
其 中 入 E 现 . JR” 中 mm 个 向 量 Z1 ;2Zm 叫做 是 线性 无 关 
的 ， 是 指 对 于 实数 al … ,am, alz1 十 … 十 armzZm 二 0 一 > 
ci 二 0, Yi 二 1,.…,m. 集合 MC 有 ”叫做 子 室 间 ， 是 指 
它 对 于 加 法 和 数 乘 运算 是 封闭 的 ， 即 
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,YEMAER—>r+yE MArEM. 
子 空间 MM 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 数目 叫做 该 子 空间 的 维 
数 ， 记 作 dim M， 例 如 ， 如” 的 维 数 正好 是 mn， 故 三 ”是 
一 个 n 维 空 间 .m 维 子 空间 M 中 的 m 个 线性 无 关 向 量 
Zi ;Tm 形成 M 的 一 个 基 ， 这 时 M 中 的 任意 向 量 z 均 
可 唯一 地 表示 成 
T= QT 二 + amim, 
而 相应 的 系数 Ql,… ,Qam 叫做 zx 在 基 ZX1,…:,ZXm 之 下 的 
坐标 .特别 地 ， 在 ”中 ,， 记 ep 是 第 上 个 分 量 为 1 而 
其 余 分 量 为 0 的 向 量 ， 则 eil,…… ,en 是 肛 ” 的 一 个 基 ， 而 
= (6 ,én)" 恰好 是 z 在 此 基 之 下 的 坐标 表现 . 
设 MC EW 为 任 一 集合 . 包含 M 的 最 小 子 空间 叫做 
由 MM 张 成 的 子 空间 ， 记 作 span WM. 显然 


的 了 
span ld = | >》 入 大 仑 天 
k=1 


zk E Mak € 到 .mn 任意 上 


对 于 于 ”中 的 两 个 集合 M 入, 以 及 实数 入 我 们 定 

多 以 入 的 和 ， 以 及 MM 和 和》 的 数 乘 如 下 : 

M+N={r+y|ze M,yeN), 

AM = {Xz |z eM}. 

容易 验证 上 述 运 算 满 足 如 下 分 配 律 : 
AM+N)=AM+AN; QA+pM CCAM+nM. 
给 定 RE” 中 两 个 不 同 的 点 Z 和 各 y, 集合 

{(1— A)zr+Ay|IAE RR} 


叫做 通过 点 > 和 7 的 直线 ， 而 集合 

[2 中 = 一 人 一 AZz+Ay IO<A<] 
叫做 连接 点 2Z 和 的 闭 线段 . 类 似 地 可 以 定义 开 线 段 (2,Y) 

子 集 MM C FE” 称 为 仿 射 集 或 线性 流 形 ， 是 指 通 过 M 
中 任意 两 点 的 直线 都 在 M 中 ， 即 
vri,y EM,vVAER— (1 -Ar+MEM, 

或 者 等 价 地 ， 

(I—AM+AMCM, vAER. 


空 集 和 和 全 空间 及” 是 仿 射 集 的 极端 例子 . 

定理 1.1.1 为 了 集合 M C JJ" 是 一 个 子 空间 ， 必 须 
上 且 只 须 好 是 包含 原点 0 的 一 个 仿 射 集 . 

证 明 每 个 子 空间 都 含 原 点 ， 并 且 显 然 是 一 个 仿 射 集 . 
现在 设 MM 是 含 原点 的 仿 射 集 ， 对 于 任意 ZE M，》AE RR, 
我 们 有 : 

和 T= (1—A)O0+AreEeM, 
即 MM 对 于 数 乘 运算 是 封闭 的 . 今 若 ZE A 他, 则 
(1/2)(z +y) = 2/2+y/2€ M. 
国 此 依据 上 述 数 乘 运算 的 封闭 性 ， 
r+y=2r/2+Yy/2)€ M, 
BE MM 对 于 加 法 运算 也 封闭 从 而 M 是 一 个 子 空间 . | 
对 于 集合 MC 及 ”和 a € 页", 称 集合 
M+asfz+a rEeM} 


为 M 沿 向 量 a 的 平移 显然 ， 仿 射 集 的 平移 仍然 是 一 个 仿 
射 集 . z z 

我 们 称 仿 射 集 M 平行 于 仿 射 集 5, 是 指 存在 一 向 量 a € 
JR", 使 得 M = 5 十 a. 显然 这 样 定义 的 平行 关系 在 ”的 
”所 有 仿 射 子 集 所 构成 的 集 族 上 是 一 种 等 价 关 系 , 换 句 话 说 ， 
如 果 这 种 平行 关系 记 作 小 则 (MM, S, 荆 均 为 仿 射 集 ) 

(DA 12M( 自 反 性 ) 

(2) M5 一 > 5 MM( 对 称 性 ); 

(3) M5, 531 研一 ML( 传 递 性 ). 

定理 1.1.2 IR" 中 每 个 非 空 仿 射 集 M 都 平行 于 一 个 
(唯一 的 ) 子 空间 L, 过 表示 成 : 


LEM-M={r_y|lzeM,yeM). 


证 明 首先 证 明 /WM 不 可 能 平行 于 两 个 不 同 的 子 空间 L1 
和 L2. 事实 上 ， 子 空间 Ll1 和 上 2 同时 平行 于 M 导致 L1 
和 L2 彼此 平行 . 于 是 存在 a € JR" 使 Ca = Li 十 a. 由 于 
0 EL2, 故 a €E Li1. 因此 Li DL 十 a = 二 上 >， 类似 地 可 证 
ZL2 DD ,从 而 Li = 二 Lo. 为 了 得 到 工 的 表达， 只 需 注 意 对 
任意 ye M, M -y 是 M 的 含 原点 0 的 一 个 平移 ， 从 而 由 
定理 1.1.1 和 刚才 所 证 的 结论 ， 这 个 仿 射 集 必 定 是 与 M 平 
行 的 唯一 的 子 空间 L. 由 于 y€M 的 任意 性 ， 实际 上 我 们 
得 到 了 LL=M-M. | 

定理 1.1.2 表明 ， 任 意 仿 射 集 M 是 某 个 子 空 辣 上 L 的 一 
个 平 黎 ， 而 且 这 个 子 空间 虐 与 M 平行 

对 于 一 个 非 空 仿 射 集 MW， 我 们 定义 它 的 维 数 为 与 其 相 
平行 的 这 个 子 空间 上 的 维 数 ， 即 dim M = dim L. 维 数 为 
,0,1 和 2 的 仿 射 集 分 别 叫 做 点 ,直线 和 平面 人 R” 中 的 n 一 1 
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维 仿 射 集 叫 做 超 平 面 - 超 平面 在 凸 分 析 理 论 中 起 着 很 重要 的 
作用 . 为 了 进一步 研究 超 平面 的 结构 ， 我 们 先 在 民 ” 中 引入 
内 积 (或 称 标量 积 ) 

(Zz, y) = E11 二 二 énnnr, VT= (é&i), y 一 《27 ) E Re". 
天 于 内 积 的 性 质 将 在 1.2 节 中 详细 讨论 . 

大 家 知道 ， 现 "” 到 及 的 线性 变换 4 是 一 个 m xn 
矩阵， 而 凡 ” 上 的 线性 函数 或 线性 沁 函 是 及" 到 有 的 一 
个 线性 变换 ， 并 且 及"” 上 的 任意 线性 泛 孙 了 都 能 表示 成 
f(z) = (x,0b), 其 中 bE RR" 由 f 唯一 地 确定 . 通常 我 们 把 
j 等 同 于 ”中 的 一 个 向 量 . 

我 们 称 及 ”中 两 个 向 量 x 和 2 彼此 正 交 ， 记 作 z1y， 
是 指 (z,y) 二 0. 给 定 一 个 集合 M C RR", 向 量 zz € RR" 
叫做 与 M 正 交 ， 记 作 > 上 M, 是 指 (z), 办 =0,vy€E M. 
所” 中 与 M 正 交 的 所 有 向 量 的 集合 叫做 M 的 正 交 补 ， 

” 作 M1. 显然 M+ 是 有 R" 的 一 个 子 空间 . 如 果 工 是 JR" 的 
一 个 子 空间 ， 则 


dimL+dimLt=n, L= (Lt)t. 
如 果 b1,.… ,bm 是 子 空间 工 的 基 ， 则 
= {xz € RR" |(z,br)=0,1<k<m)}. 


全 齐 寿 ' 中 吧 一 革 维 子 空间 上 是 某 个 一 维 子 空间 的 正 交 
补 ， 设 5 是 该 一 维 子 空间 的 基 ， 则 
L=-{reR" | | (x, b) = 0}. 
根据 定理 1.1.1，JR" 让 任意 超 平 硬是 n—l1 和 * 间 的 
.5. 


a,b E IR", 使 得 
H={rzER" |(z0)=0}+a= {ye€ RY |(vy,b) = 6}, 
其 中 8 = (ab 这 样 我 们 证 明了 下 述 定理 : 

定理 1.1.3 及 ”中 的 每 个 超 平面 矿 都 可 以 表示 成 ， 

H= {zr € RR" | (zr,0) = 6}, 

其 中 2E2 ppE 有 并且 2 和 有 在 不 记 及 非 老公 共 因 子 
的 意义 下 是 唯一 的 . 

在 定理 1.1.3 中 的 向 量 6 叫做 超 平 面 太 的 法 向 量 . 二 
的 列 的 法 癌 量 或 者 与 同方 向 ， 或 者 与 反方 向 . 

显然 任意 多 个 仿 射 集 的 交 仍 然 是 一 个 仿 射 集 . 对 于 给 定 
的 集合 9 CC he", 设 XZ1; ,Tm EM E 有 满足 AI 十 
一 十 Am 一 1 则 称 向 量 Zz 三 Al7l 十 … 十 Amzm 为 诸 向 量 
ZX1,'… ,Xm 的 一 个 仿 射 组 合 . 我 们 把 包含 5S 的 最 小 的 一 个 
(唯一 的 ) 仿 射 集 叫做 S 的 仿 射 包 , 记 作 a 企 5. 不 难 证 明 ( 见 
习题 1.1.7), affS 由 S 中 向 量 的 一 切 仿 射 组 合 构 成 ， 即 


afS = {> 入 iT; 


1 一 1 


rk € SA E RY A=1,m 任意 上 


+=1 


于 中 mm 十 1 个 向 量 bo,… ,bm 叫做 仿 射 无 关 的 ， 是 指 
问 量 21 一 2 om 一 po 线性 无 关 ; 而 当 b1—bo,..…., bm— bo 
线性 无 关 时 就 称 m 十 1 个 向 量 50,… ,bm 是 仿 射 相关 的 . 
最 然 ， 当 m 十 1 个 向 量 bo,… ,bm 仿 射 无 关 时 ， 
aff {b0,..., bm} =L + bo, 
其 中 了 为 子 空间 ， 
L = aff{0,b] — bo,..., bm — bo} 
一 span {b1 — bo,.…. ,bm — bo}. 


下 面 两 个 定理 的 证 明 是 很 容易 的 ， 其 证 明 留 作 练习 . 

定理 1.1.4 设 bo,…,bm 是 到 ”中 避 十 1 个 向 量 ， 
那么 , 为 了 bo,-… ,bm 人 必须 且 只 须 存 在 不 同时 为 
零 的 m 十 1 个 实数 和 Ao,… ,和 m, 使 得 


Ao 十 … 十 入 m = 二 0; Aobo (十:…: 十 和 mbm 三 0. 


定理 1.1.5 ”给 定 R” 中 mm 十 1 个 向 量 00,…,bm, 如 
果 和 ma 之 1 十 1 则 bo,… ,bm 必 仿 和 对 相关 ， 

设 bo,… ,bm 是 到" 中 mm 十 工 个 仿 射 无 关 的 向 量 ， 点 
ZE JR" 的 关于 bo,'… ,bm 的 仿 射 组 合 表示 3% = 二 Xopo 十 … 十 
Ambm 是 唯一 的 . 事实 上 ,如果 zx 还 能 表示 成 仿 射 组 合 > = 
Lobo 二 … 十 Lmbm, 则 (和 Ao 一 jojbo 十 … 十 (Am 一 Lm)bm 一 0. 
但 bo,… ,bm 是 仿 射 无 关 的 , 帮 和 k= 二 Wk,，Y0 达 km.z 
的 这 个 唯一 的 仿 射 组 合 表示 中 的 系数 和 叫做 x 的 仿 射 坐 
标 . 

由 上 述 讨论 可 知 , 由 m 十 1 个 仿 射 无 关 的 向 量 80，…,bm 
所 张 成 的 仿 射 包 a 企 {po…… ,bm} 是 一 个 m 维 的 仿 射 集 ; 反 
之 ， 一 个 m 维 的 仿 射 集 均 可 表示 成 m 十 1 个 点 的 仿 射 包 . 

称 一 个 单 值 映射 工 : ”一 及 ”为 一 个 仿 英 变换， 是 

指 它 满足 | 


T((1—A)z+AYy) = (1— 入 ) 了 Z 十 A 了 2 Vr,y € IR",vYAER. 


定理 1.1.6 JR” 到 及 的 仿 射 变换 工 可 以 表示 成 
Tz = Az 十 a, 其 中 4 为 RR" 到 民 ” 的 线性 变换 而 a 为 
严 ” 的 固定 元 : 
证 明 令 a = 二 70, Az 二 Tz-—a. 显然 A 仍 是 一 个 伪 
射 变换 ， 并且 40 = 0. 于 是 ， 对 于 任意 入 E 有 ZE 有 
4(XZ) = A(Az 十 (1- —A)0)= 和 AAz++ (1 — A)A0 = AAz, 
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即 4 是 齐 性 的 ， 然 后 利用 4 的 齐 性 ， 对 于 z+,y € 有 天”， 
4(zZ 十 功 =24z/2 十 91/2)， 
即 4 还 是 加 法 的 . 从 而 4 是 ”到 忆 ”W 的 一 个 线性 变换 . 
反之 ， 对 于 任意 线性 变换 4 : ”一 RE", Tz = Az 十 4 显 - 
然 是 仿 射 的 - 
”定理 1.1.7 设 00,…,bm 和 a0,…,am 是 Rm 中 的 
两 组 仿 射 无 关 的 回 量 . 那么 存在 一 个 有 再” 到 自身 的 一 对 一 的 
仿 射 变换 了 ， 使 得 Tbr = Qak, R=0,1,..., 7n. 如 果 mm = nn， 
则 了 还 是 唯一 的 . 
证 明 不 妨 对 m=7n 的 情况 证 明之 (理由 可 以 把 原来 
的 mm 十 1 个 仿 射 无 关 的 向 量 扩大 成 n 十 1 个 仿 射 无 关 向 量 ). 
由 线性 代数 知道 ， 存 在 及 ”的 其 自身 的 唯一 的 一 对 一 的 线 
性 变换 4, 使 得 A(b; 一 po) = ak -ao, 8 = 1 ,7 于 是 
Tz = hz 十 (ao 一 4bo) 就 是 所 要 求 的 仿 射 变换 . 
推论 1.1.8 . 设 Mi 和 Ma2 是 再 ”中 任意 两 个 维 数 相 
网 的 仿 射 集 ,那么 存在 一 个 严 " 到 其 自身 的 一 对 一 的 仿 射 变 
换 了 使 得 了 TMi = 42. 


习 题 1.1 


1.1.1 设 匡 是 及 ”中 的 超 平面 ，8 是 五 的 法 向 量 . 试 证 4 与 
位 于 总 中 的 任意 向 量 正 交 . 

”1.1.2 给 定 超 平面 Hi = {zx € RR" | (x,b) = 8B} 和 H2 = 
a+ Hi, 其 中 a € RR"*,b eR. 试 证 : H; = {rz € JR" | (2,8) = a)}, 
式 中 人 = (a,， b) + pb. 

1.1.3 设 HH 二 {ze€ER?|(z,b)=2)} 是 RR? 中 的 超 平面 ， 其 
中 5 = (2, 一 3)7. 

(1) 试 画 出 超 平面 如 和 其 法 向 量 b: 

(2) 设 ro 三 (一 1 1)， 试 画 出 超 平 面 Xo 十 好 的 图 并 找 出 BE€ 页 
”使 得 Xo 十 五 = {z € HR? | (2,) = 8}. 
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1.1.4 试 证 所 ”中 每 个 m 维 仿 射 集 2 都 可 以 表示 成 M = 
{zx € JR" | Bz = 0b}, 其 中 bE 忆 "m,B 是 某 个 (n 一 m) x n 矩阵 . 

1.1.5 试 证 五” 中 每 个 仿 射 集 都 是 有 穷 多 个 超 平面 的 交 . 

1.1.6' 设 工 是 R” 的 上 (< n) 维 子 空间 并 设 Mi = zi 十 也 ， 
M2 = z2 十 工 , 其 中 zl,z2 E 现 "， 试 证 : 或 者 D1 = [2, 或 者 
LiNL;»=0. 

1.1.7 设 9 C JR”, 试 证 : 


af 5 = {Darlene SM en Dm =} 


1.1.8 完成 定理 1.1.4 的 证 明 ， 

1.1.9 完成 定理 1.1.5 的 证 明 . 

1.1.10 完成 推论 1.1.8 的 证 明 . 

1.1.11 设 = {(2,0)",(0,5)",( 一 1,1)"} C JR?. 试 证 : 

(1) M 的 三 个 向 量 是 仿 射 无 关 的 ; 

(2) 求 出 向 量 p1 = (2,1)",p2 = (1,1)",ps = (1, 1/3)", ps = 
(1, 0)” 相 对 于 JM 的 仿 射 坐标 . 

1.1.12 假定 M1 和 M2 是 人 E"” 中 的 两 个 维 数 相同 的 仿 射 集 如 
果 Mi C M2, 试 证 Mi 二 Mz. 

1.1.13 在 且 4 中 设 p1 = (1, 一 1, 2， —_1)", pa = (2, 一 1, 2,0)7， 
p3 二 (1,0, 2,0)7， pa 一 (1 0,3,1)7， 试 证 : 

(1) 向 量 p1,p2,p3,pP4 仿 射 无 关 ; 

(2) 设 4 = af{pipa,pa;,paj, B = {(é1,€2,€3,€4)" | 6 + 
上 +t- 上 =3 则 4= 了 如. 

1.1.14 设 z1 2Zm 是 现 ” 中 的 相互 正 交 的 非 零 向 量 ， 试 证 它 
们 是 线性 无 关 的 . 


1.2 RR" 中 的 拓扑 结构 


上 一 节 我 们 定义 了 JR" 中 的 内 积 《, .)， 通 常 把 定义 了 
o. 


内 积 的 《,…) 的 n 维 线性 空间 现 ” 叫做 欧 氏 空间 ， 容 易 验 
证 JE?” 中 的 内 积 《(,*) 具有 下 列 性 质 ; 对 于 任意 X,Yy 6E Re™, 
c E 用 我们 有 
(1) (zx,ZX),; 并且 (zz) = 二 0 和 全 2 一 0; 
(2) (2,9) 一 《ZJ 
(3) {z+y,2) = (7,2) 十 《2 2 
(4) (az,y) = Q(z,). 
我 们 可 以 通过 内 积 来 规定 肌 ” 中 辐 量 x 的 上 长度 
lzl = (zz)22 叫做 z 的 欧 氏 范 数 . 
定理 1.2.1 JR" 中 的 范 数 儿 :外 具有 如 下 基本 性 质 : 
(1) jz 之 0 并 且 lz = 0 > z=0; 
(2) llazll = lal lzll; 
(3) llz +yll < llzll + llyll; 
(4) lz, | < lzll llyll, 
这 里 x,y E RR",oa € 五. 
证 明 (1) 和 (2) 从 定义 直接 得 出 ， 为 证 (4), 注意 ， 
laz + yl = aillzll? +2a(z,y) + lyll* >0, Ya e FR. 


并 且 jlaz 二 yl? = a2jjz 上 十 2a(z, 甸 十 上 yj? 作为 a 的 二 
次 函数 的 判别 式 
|{z， y)|” 和 lzll2 llyll < 0, 

这 正 是 (4). 最 后 ， (3) 是 (4) 的 直接 结果 . | 

”对 于 ZY,y € 有 R", 我 们 定义 z 与 y 之 间 的 距离 为 

ad{z,y) = ||z— dW. 
定理 1.2.2 .JR" 中 的 距离 函数 d(.,.) 具有 如 下 性 质 : 

vr,yE R"AE RR, : 
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(1) dlz,y) 过 0, 并 且 dx,y)=0<>7=y 

(2) a(z,y) = dl(y, 7); / 

(3) d(z +Yy,z) < d(x,z)+ d(y,2); 

(4) dad(Xz,Xy) = | 和 | dr yi 

(5) d{(z +2,y+2)= dl(z, 0 

证 明 留 作 练习 . 1 

对 于 任意 点 ZE 及", 以 z 为 中 心 、e 为 半径 的 开 球 是 
指 JR" 中 的 集合 

B(z,e) S {ye R" ||ly— zl <e}. 

设 集 合 M C JR?. 点 XE€ JR? 叫做 MM 的 内 点 是 
指 存在 一 正 数 s > 0 使 得 Blze) C Mi M 叫做 开 集 是 
指 MM 的 每 一 点 都 是 其 内 点 ; 4 叫做 闭 集 是 指 M 的 补 集 
Me = JR"™\M 是 开 集 . : 

容易 验证 ， 开 球 、 全 空间 及” 和 空 集 0 是 开 集 ， 任 意 多 
个 开 集 的 并 是 开 集 ， 有 穷 多 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 。 同 样 , 团 
球 B(z,e) = {y € JR" ||ly 一 zl| < ec 全 空间 RR" 和 空 集 
6 是 闲 集 ， 有 限 点 集 是 闭 集 ， 任 意 多 个 闭 集 的 交 以 及 有 穷 多 
个 闭 集 的 并 仍然 是 闭 集 . 注意 JR” 中 既 不 开 又 不 闭 的 集合 是 
有 的 ， 例 如 民 中 的 半 开 半 了 财 区 间 即 是 这 样 的 例子 . 

集合 杂 C JRE"” 的 内 部 是 指 由 好 的 所 有 内 点 组 成 的 集 
合 ， 记 作 int AM . 容易 证 明 ， int Ad 正好 是 所 有 包含 AM 的 
开 集 的 江 . 

点 ZE JR" 叫做 集合 M C 页 "的 附着 点 ， 是 指 对 于 任 
意 e >0; B(z,e) nM #0; zz 叫 散 M 的 聚 点 或 极限 点 ， 是 
指 B(x,e)N (M\{z}) #90, ve > 0. 

. 集合 M c JR" 的 闭 包 是 指 其 所 有 附着 点 组 成 的 集合 ， 
记 作 cl M (许多 书 中 记 作 M)， 容易 证 明 M 的 闭 包 ci1M 
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正好 是 所 有 包含 M 的 闭 集 的 交 . 
JR" 中 的 序列 或 点 列 (Zk) 叫做 以 zx € JR" 为 极限 或 收 
人 于 zz 记 作 mzh = 或 一 2(k 一 oo), 是 指 它 满足 


dim ex 一 -z= 一 0. 


集合 M C R” 的 边界 bd AM 是 指 ] M 的 闭 包 与 其 补 集 

MM 的 闭 包 的 交集 ， 即 
bdM =clMNMclM.. 
(有 的 书 中 把 集合 M 的 边界 记 作 8AM, 但 本 书 中 8 将 表 
示 函 数 FF 的 次 微分 ， 见 第 四 章 ) 从 定义 容易 看 出 ， 为 了 点 
TX € bd MM, 必须 目 只 须 Y6 > 0, 开 球 B(7,6) 与 MM 和 Me 
都 相交 , 即 
B(z,6)NM #0, Bx, NM 0 v6>0. 


集合 M C 民 ” 称 为 有 界 的 ， 是 指 它 包 含 在 到" 的 某 个 
球 中 . MM 叫做 相对 紧 的 ， 是 指 M 的 任意 无 限 子 集 含 有 极 
限 点 ; 如果 这 样 的 极限 点 一 定 在 MM 中 ， 则 称 M 是 紧 集 . 
大 家 知道 ， 根 据 分 析 中 著名 的 Weierstrass 定理 ， JM 为 相 
对 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 M 为 有 界 集 ， 而 M 为 紧 集 的 充 
分 必要 条 件 是 MM 为 有 界 闭 集 . 

刻 划 及 ”中 集合 紧 性 的 男 一 个 重要 定理 是 所 谓 有 穷 覆 
盖 定 理 . 对 于 集合 M C 民 "，RR” 中 的 集合 族 {0; | i € 
I}( 了 为 某 个 指标 集 ) 叫做 M 的 一 个 覆盖 , 是 指 它 满足 M C 
U{Oi | i e 了 ; 此 外 ， 若 每 个 集合 O; 还 是 开 的 ， 则 些 履 闭 
称 为 开 履 盖 . 

定理 1.2.3 为 了 集合 M CR" 是 紧 集 ， 必 须 且 只 须 
对 于 M 的 任意 一 族 开 覆盖 {Oi; | i € 了 , 必 能 从 中 找 出 一 个 
有 限 开 履 盖 获 盖 1M, 即 存在 有 限 个 标号 科 ,…, im € 7 使 得 
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和 


M CnfOi |k=1,..,m}. 
这 个 定 理 是 数学 分 析 中 的 基本 结果 ， 读者 可 查阅 有 关 的 
教科 书 . 
JR” 中 的 一 个 集合 族 三 = {fF、\ | 入 EA} 叫做 具有 有 穷 
交 性 质 ， 是 指 入 的 任意 有 穷 子 族 具 有 非 空 交 ， 从 定理 1.2.3 
可 得 如 下 定理 : 
定理 1.2.4 ”集合 M C JR" 为 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 
包含 在 M 中 的 具有 有 穷 交 性 质 的 任意 闭 集 族 均 有 非 空 交 . 
”证 明 先 证 必要 性 . 设 M 为 紧 集 ， 而 M 中 的 一 个 闭 
集 族 和 = { 及 | 入 e A} 具有 有 穷 交 性 质 . 我 们 要 证 明 
MD 有 天 有 事实 上 ， 若 不 然 ， 则 {二 | 入 E A} = 二 9, 从 而 
U{FY |AeEA}=JR" DM, 
其 中 Fr = JR"M\F 为 局 在 JR" 中 的 补 集 . 这 样 , 由 紧 集 的 
有 穷 覆 盖 定 理 1.2.3, 存在 有 穷 个 标号 Xk E A,k 二 1.…,m 
使 得 ” 
/ UN Ik=1,.…,m} oO M, 
或 者 等 价 地 
mA | k=1,..,m} CM.. 
由 此 可 见 mn{ 有 下 | 入 e A} = 8. 这 与 下 的 有 穷 交 性 质 相 
了 矛盾. 现在 证 明 充 分 性 . 假定 包含 在 M 中 具有 有 穷 交 性 质 
的 每 个 闭 集 族 均 具 有 非 空 交 . 设 {Os | 入 EA} 为 -4 的 一 
个 开 覆 盖 ，U{Os | 和 E A} 2 M. 于 是 O54 为 闭 集 , 并 且 
: N{OSNM|IAEA}=6. 
因此 ， M 中 闭 集 族 {Os nN M | 入 € A} 必定 没有 有 穷 交 性 
质 ， 从 而 存在 有 穷 个 标号 入 € A,k 二 1,:…,m 使 得 
Mn (nN {0%, |k= Ln) = 6, 


即 
M°U(U{O% lk=1,.,m}) = 1R". 
因此 M C U{O% | = 1,.…,m}. 
推论 1.2.5 设 了 是 JR"” 中 一 族 紧 集 如 果 了 具有 
有 穷 交 性 质 ， 则 下 必 具 有 非 空 交 . 
函数 或 映射 的 连续 性 是 分 析 中 的 重要 概念 . 我 们 说 孙 数 
f: JR" 一 JR™ 在 点 xo € IR" 是 连续 的 ， 是 指 对 于 任意 
e > 0, 存在 6 > 0, 使 得 f(B(zo,6) C B(J(zo),e). 这 里 为 
简单 起 见 ， 不 同 维 数 空间 中 的 球 都 不 加 区 别 地 记 作 妃 (…,). 
下 列 两 个 定理 的 证 明 留 作 练习 . 
定理 1.2.6 设 f : R" 一 Rm 是 连续 函数 ， M 是 
Ie" 的 紧 子 集 ， 则 f(M) = {Fz) zeM 是 RW 中 的 紧 
定理 1.2.7 设 f : IR” 一 万 是 连续 函数 ，JM 是 
ZR” 的 紧 子 集 ， 则 f(2M) = {f(z)|z EM} 是 民 R 中 的 有 
界 闭 集 ， 并 且 了 在 M 上 达到 其 上 确 界 和 下 确 界 ， 即 存在 
ZT1, TXT2 E AM, 使 得 


f(z1) = in{f{f(z) 7zE M)}, 
f(z2) = sup{f (xz) | xz € M}. 
函数 了: JE” 一 及 叫做 在 zo € JR” 处 下 半 连 续 ， 是 指 
对 于 任意 序列 (zk) C IR”, zk 一 Xo(k 一 co) 有 
Lu Lm fer) > f(zx0); 


f 称 为 在 Xo 处 上 半 这 续 ， -是 指 一 f 在 zo 处 下 半 连 续 ， 容 
易 看 出 ， 了 在 zo 处 的 下 半 连 续 性 等 价 于 : 对 于 任意 点 列 
(Zk) C 有 R” 和 数列 (jx) C 及, 如 果 满 足 

dm pk = = ph, hg > jz VY,k>1, 
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则 必 有 及 过 zol) 

定义 在 子 集 上 的 函数 的 连续 性 可 类 似 地 定义 ， 

最 后 我 们 简单 地 提 一 下 点 集 的 稠密 性 . 设 M 和 5 是 
了 RE” 的 两 个 子 集 . 我 们 说 集合 5 在 M 中 稠密 ， 简 称 币 ， 是 
指 M C cl5, 换 句 话说 ， AM 中 的 元 可 以 用 9 中 的 元 任意 各 
近 ， 确 切 地 说 ， 对 于 任意 元 z < M, 必 存 在 序列 (Zk) C 5， 
使 得 zk 一 z(k 一 co). 

例如 ， R 中 的 全 体 有 理 数 集 在 RR 中 稠 ; 同样 地 ， IR™ 
中 所 有 有 理 坐 标点 的 集合 在 丽 " 中 也 是 稠密 的 . 


习 题 1.2 


1.2. 工 完成 定理 1.2.2 的 证 明 . 
“1.2.2 试 证 如 下 几 个 集合 都 是 开 集 : 
“(1) 开 球 B(z,e): 
(2 
(3) 人 
(4] 任意 多 个 开 集 的 并 集 ， 
(5) 有 穷 多 个 开 集 的 交集 . 
1.2.3” 试 证 如 下 几 个 集合 都 是 闭 集 : 
(1) 闲 球 B(x,e); 
(2) IR":; 
(3) 0 
- (4 任意 多 个 闭 集 的 交集 ;. 
(5) 有 穷 多 个 闭 集 的 并 集 ， 
机 1.2.4 试 证 : M 的 内 部 int M 恰好 是 所 有 包含 在 M 中 的 开 集 的 
并 集 . 
- 于.2.5 试 证 : MM 的 闭 包 cl 恰好 是 所 有 包含 M 的 闭 集 的 交集 
1.2.6 试 证 : 为 了 z 是 M 的 极限 点 必须 且 只 须 存 在 一 个 点 列 
(zk) CM\{z}) 使 得 zk 一 (Kk 一 00). | 
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a 


1.2.7 试 证 : 有 R” 中 的 点 列 收 全 等 价 于 按 每 个 生 标 分 量 收 人 摘 句 
话说 ， 如 果 zk 一 (二 en 则 一 (一 oo) 等 价 于 对 每 
个 1<i<n, én (kn 00), 其 中 工 一 (和 6) 

1.2.8， 试 还 : 函数 有 : JR" 一 及” 在 zo € JR” 处 连续 的 充分 

必要 条 件 是 ， 对 于 砚 ” 中 任意 收敛 于 z0 的 点 列 (en) 都 有 - few) 一 : 
f(zo) (k — 00). - 

1.2.9 “对 于 下 列 命题 ， 或 者 证 它 成 立 ， 或 者 用 反例 指出 它 不 成 立 : 

”(1) 车 .4 是 开 集 ，B 是 任意 集合 ， 则 和 4 十 号 也 是 开 集 . 

“(2) 车 4 和 B 都 是 闭 集 ， 则 A+B 也 是 闭 集 

1.2.10 设 4 和 瑟 是 到 ”中 的 非 空 集合 我 们 定义 A 到 曙 的 
距离 为 d(A, B) 全 inf{d(z,y) | 2 & 4,yE BY. 如 果 4 是 单 点 集 ， 
A = {z}, 则 ad(z, B) 会 d({z}; B) 叫做 点 vz 到 日 的 距离 . 

(1) 试 证 : 若 妃 是 闭 集 ，7 ¢ BB， 则 da， 8) >0; 并 生 dz， B) 
作为 x E 了 R" 的 函数 在 现 "” 上 是 连续 的 : - 

(2) 举 一 个 例子 说 明 对 于 不 相交 的 两 个 闭 子 集 4 和 B, 有 可 能 
d(A, B)= 0. 

(3) 试 证 : 若 4 是 闭 集 ，B 是 紧 集 ， 并且 ANMB 二 0, 则 
d(A, 8B)>0. 

1.2.11 给 定 集合 M C 页”， 试 证 2 & bd 2M 当 且 仅 当 V6é>0, 
B(z,6) NM #0, Br,6)N M° #0. 

1.2.12 完成 定理 1.2.6 和 1.2.7 的 证 明 . 

1.2.13 ”利用 定理 1.2.3, 证 明定 理 1.2.4 成 立 . 

1.2.14 完成 推论 1.2.5 的 证 明 . 

1.2.15 设 S 是 及" 中 的 开 子 集 . 试 证 : 对 于 任意 给 定 的 闭 子 集 
MM CS, 存在 妮 ” 的 一 个 开 子 焦 了 使 得 MCTCcTCS. 

“1.2.16 设计 是 本 ”中 的 有 界 闭 子 集 . 试 证 : 对 于 任意 &> 0， 
必 存 在 M 中 有 穷 个 点 -21,…,Zm 使 得 M C U{B(z;,e) | 了 = 
1 ?nm 二 (这 里 的 {za…5zZmj 叫 航 AM 的 有 穷 <- 网 ); 并 且 如 果 S 
是 AM 的 筒子 集 ， 则 上 述 有 穷 个 点 可 以 在 S 中 取 .… 
1.2.17 设 S C JR" 为 有 界 集 , 试 证 : cl (conv S) = conv (a S). 
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特别 当 人 是 闭 有 界 集 时 ， conv S 也 是 闭 有 界 的 . - 
1.3 凸 集 和 凸 锥 


是 集 和 上 廿 函数 是 凸 分 析 研 究 的 主要 对 象 . 本 节 介 绍 凸 集 
的 基本 概念 ,一般 n 维 空间 凸 集 概念 是 平面 上 凸 集 概念 的 
自然 推广 | | . 

JR” 中 的 一 个 子 集 M 叫做 凸 的 ， 是 指 它 包含 连接 其 中 
任意 两 点 的 线段 ， 显然， 凸 集 M 的 特征 可 以 表示 成 : 

(1 一 A)z 十 Xy Ed vr,y € M, v0O<A<L, 
或 者 等 价 地 ， 四 

a NM+AM EM, vO<A<L1. 


一 个 凸 集 可 以 是 有 界 的 ， 也 可 以 是 无 界 的 ( 见 图 1.3.1). 下 
面 是 凸 集 的 一 些 简单 的 例子 . 


”图 1.3.1 (a) 有 界 凸 集 ， (b) 无 界 凸 集 ，(c) 非 西 集 


例 1.3.1 平面 上 的 线段 、 三 角形 和 圆 盘 都 是 凸 集 . 

例 1.3.2 页 "中 的 仿 射 集 是 凸 集 . 

例 1.3.3 JR" 中 的 半空 间 . 对 于 任意 非 零 向 量 b Ee R" 
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和 任意 实数 De 下 ,集合 

{xz € IR™ | (z， 中 < 人， {4 € .| (2, b) > 8} 
叫做 闭 半空 间 ， 而 集合 

{zs€ I" |(z, b) < 8B}, {zx € "|(z,b) > B} 


员 做 开 半空 间 . 这 四 个 集合 显然 是 非 空 凸 集 ， 并 且 开 半空 间 
是 开 集 , 而 闭 半空 间 则 是 闭 集 : 注意 , 如 果 对 某 个 实数 入 元 0， 
用 XP 和 AE 分 别 代替 5 和 B, 则 得 到 同样 的 四 个 半空 间 . 因 
此 这 些 半 空间 只 依赖 于 超 平面 H = {x € JR” | (z, 人 ) = B}. 

例 1.3.4 JR" 中 的 正 象限 

{fz = (和 人 Er 人 >0Y1LI<K 天 <m} 
和 非 负 象 限 站 
{z= (€1,::,6n) € Rl|ér <O,v1 Sk<n} 

都 是 凸 集 ， 并 且 前 者 是 开 集 ， 而 后 者 是 闭 集 . 

定理 1.3.1 任意 多 个 凸 集 的 交集 仍然 是 凸 集 ， 

证 明 ” 留 作 练习 . | 

推论 1.3.2 ” 设 了 是 任 一 指标 集 . 对 于 每 个 指标 i E 了 
给 定 bi € IR" 和 fi < 丽 , 那么 集合 

M= {se "| (wh) < Pnviel) 
是 西 集 . 

证 明 记 M; = {zx € JR" | (z,bi) < Bi}, 则 Mi 或 者 是 
一 个 半空 间 , 或 者 是 全 空间 R", 或 者 是 空 集 0 从 而 总 是 凸 
集 . 但 AM > 二 Mi, 所 以 由 定理 :1.3.1 知 M 是 凸 集 .， 量 

如 果 上 述 不 等 号 分 别 用 >, >,< 或 = 代替 ;显然 推论 
1.3.2 的 结论 仍然 是 成 立 的 . i 
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对 于 JR” 中 的 向 量 Zi ,Xm, 以 及 实数 Ai > 0, Al 十 
… 十 入 m 二 1, 向量 和 Zi 十 … 十 和 mzm 叫做 21,-… ,Zzm 的 
吓 组 合 . 今后 为 了 简单 起 见 当 谈 到 向 量 zi,… ,2zm 的 四 
组 合 Alzl 十 .十 ha 时 ， 往 往 省 略 掉 不 言 而 喻 的 条 件 
Ai > 0, Al + “十 Mm ， 

定理 1. 3.3 MC RR” 是 巧 集 ， 必须 上 且 只 须 
M 包含 其 中 向 量 的 一 切 凸 组 合 . 

证 明 实际 上 , 根据 定义 , 集合 M 是 凸 的 当 且 仅 当 MM 
包含 其 中 任意 两 个 元 的 凸 组 合 , 我 们 必须 由 此 推出 M 包含 
其 中 任意 多 个 元 的 凸 组 合 . 为 此 ， 我 们 采用 数学 归纳 法 . 假 
定 M 包含 其 中 任意 mr > 2 个 元 的 西 组 合 . 现在 任意 取 M 
中 m 十 1 个 元 z1,… …,Zm+1 的 凸 组 合 加 

立 一 Xizl 十 … .十 Am+1iTm+1. 
不 妨 设 0 < Am+l < 1 ( 香 则 的 话 ，Z 成 为 m 元 的 凸 组 合 ， 
依据 归纳 假设 ， ZE M), 于 是 若 记 入 = 'XA1 十 … 十 Xm， 
则 0 < 入 <1, 而 且 和 Am+i = 二 1 一 入 . 令 和 4 二 入/ 和, 则 
和 0, 和 1 十 … 十 加 ,二 1 因此 依据 归纳 假设 ，y = 
和 Til 十 … 十 和 Tm EAI 另 一 方面 ， z 可 以 表示 成 x = 
Ay 十 (1 一 和 zm+l, 于 是 由 M 的 凸 性 知 zEM. 
给 定 集合 M C 及 ”, 我 们 把 包含 M 的 最 小 的 凸 集 叫 
做 1M 的 凸 包 ， 记 作 conv M. 从 定义 可 以 看 出 ， M 的 凸 包 
conv MM 正好 是 所 有 包含 M 的 凸 集 的 交集 . 

定理 1.3.4 给 定 任意 集合 M C JR", 凸 包 .conv M 
是 由 MM 中 元 的 所 有 凸 组 合 组 成 的 集合 . 

证 明 用 3 表示 M 中 元 的 所 有 凸 组 合 组 成 的 集合 . 
依据 定理 1.3.3, 显然 有 3 C M. 任 取 z,y € 5， 则 存在 
zi,y; EM,1<i<m,1<7 < k, 使 得 x 和 表示 成 凸 
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组 合 工 = Alzl 十-- 二 2 = P19 十 … "十 LkYk 于 
是 ， 对 于 0<A 和 < | | 


人 一 AZ + Ny 一 -Va: 一 xi zi + + Nyy 


i=1 j=1 

是 M 中 元 的 一 个 凸 组 合 ， 从 而 (1- 一 和)z 十 和 y € S， 这 就 
是 说 S 是 一 个 凸 集 ， 并 且 M C 5, 这 样 我 们 证 明了 S = 
conv M . 和 
”推论 1.3.5 _JR" 中 有 限 子 集 (bo, brn} 的 西 包 由 
形 如 Xobo 十 … .十 入 ,br, 的 凸 组 合 全 体 组 成 . 
JR" 中 有 限 点 集 的 凸 包 叫做 凸 多 面体 也 简称 多 面体 . 
如 果 50 ,bm 仿 射 无 关 ， 即 dim aff {0,: : 和 = m, 则 
conv {bo0,:... , bm} 叫做 m 维 单纯 形 ， 而 点 bo, … ,bm 叫做 
这 个 单纯 形 的 顶点 当 m = 0, 1, 2,3 时 ， 入 的 总 和 分 
别 叫做 点 、 站 线段 、 “三 角形 和 四 面体 四 
下 一人 定理 在 有 兴 空间 中 集 间 论 研究 中 姑 一 个 基本 
的 结果 ; 是 由 Caratheodory 在 1907 年 证 明 的 . | 
”定理 1.3.6“ 设 M 是 JR" 中 的 一 个 非 空 集 ， 那 么 下 
的 凸 包 中 的 点 可 以 表示 成 M 中 至 多 nn 十 1 个 点 的 西 组 合 : 

证 明 住 取 一 点 E conv M, 依据 定理 1. .3.4, 2 可 以 
表示 成 M 中 元 的 凸 组 合 ， 即 z 一 和 Al7i + :十 和 mzm. 我 
们 的 目的 是 证 明 z 可 以 表示 成 M 中 m < ni 十 1 个 点 的 吓 
组 合 . 

现在 车 m > n+tl, 依据 定理 1. 1.5, zx1, - Tm 必 仿 身 
相关 ， 从 而 存在 不 全 为 零 的 实数 a» Cr 使 得 - z 


Qi 十: 十 om = 0, adz1 十 : + omem 一 0 


我 们 不 妨 假定 am > 0 (否则 把 标号 重新 排序 ) 并 且 对 
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于 ak > 0 的 标号 到 满足 和 mj/am < Ak/Qk. 对 于 1 < 
k < m, 令 Bk = A — (Mm/Qm)ag. Rn 0 > 
1S kgm—l, .并 且 


宇和 


Cm k 二 1 

为 一 方面 ， 我 们 有 : 
r m Mn ,. 
过 zk 一 六 em- > (24 — okjz kx 


—! 二 1] 


m 
二 = Da- om nk = 


> 


这 样 我 们 把 z 表示 成 了 M 中 m1 个 元 的 凸 组 合 . 这 个 
过 程 可 以 重复 进行 下 去 ， 直 至 z 表示 成 M 中 至 多 n + 1 个 
元 的 凸 组 合 . 
”依据 定理 1.3.4， 单纯 形 9 = conv {b0,.…， ps} 中 任 
意 点 都 可 以 表示 成 其 顶点 的 凸 组 合 ， 其 实 这 种 表示 还 是 唯一 
的 . 事实 上 ， 如 果 


X= > op 一 DBrbe 


和 


k=0 
= 1 一 二 0 
时 按 秆 省 k=0 i I 四 1; 
于 是 Nb bo) + + Am 二 但 是 dim 5 = 1, 
所 以 bi 一 Bo，,…, bm 一 bo 线性 无 关 . :由 此 可 见 和 1 = 


Am 二 0, 即 ox == Bk,0 kk < m. 这 样 我 们 证 明了 如 下 定 


理 : 


bm} 中 每 一 点 表示 成 其 项 点 的 凸 组 合 的 形式 是 唯一 的 . 

对 于 到 "中 mm 维 单纯 形 conv {bo,:… ,bm}, 设 其 中 的 
点 z 表示 成 其 顶点 的 凸 组 合 的 形式 是 . 

出 一 Cobo 十 .… 十 Qm bm, 
则 数 ao ,am 叫做 2 的 重心 坐标 , 而 点 总 = 上 去 (bo+… .十 
bm) 叫做 这 个 单纯 形 的 形 心 . 

JR" 中 凸 集 M 的 维 数 是 指 M 的 仿 射 包 af AM 的 维 数 . 
这 样 ， 一 根 直线 段 的 维 数 是 1, 一 个 圆 盘 和 一 个 三 角形 的 维 
数 是 2, 而 不 管 它们 所 在 的 空间 的 维 数 是 多 少 . 

定理 1.3.8 ”JR" 中 凸 集 M 的 维 数 是 包含 在 M 中 的 
各 单纯 形 的 最 大 维 数 . 

证 明 ，M 的 任意 子 集 的 凸 包 包 含 在 M 中 . 因此 ， 如 果 
M 中 m+1 个 元 bo,… ,bm 仿 射 无 关 , 则 单纯 形 conv {bo,… 
bm} C M. 于 是 假定 m 是 使 得 MM 中 m+ 十 1 个 元 仿 射 无 
关 的 最 大 数目 ， 并 设 bo,… ,bm 为 M 中 m 十 1 个 仿 射 无 
关 元 . 设 S 是 其 仿 射 包 , 即 3 = aff{bo,…,bm}， 于 是 
dim 5S = m, 并 且 S C afM. 我 们 有 M C 5, 因为 如 果 有 
元 bE M\S, 则 m 十 2 元 bo,b1…,bm,b 将 仿 射 无 关 ， 这 
与 m 的 最 大 性 相 了 矛盾 . 但 af M 是 包含 M 的 最 小 的 仿 射 
集 ， 故 5 = af 人 M. 这 样 我 们 证 明了 dim M = dimS= ml 

从 上 述 定理 可 见 ， 当 一 个 凸 集 M 的 维 数 是 m 时 ， 必 定 
有 一 个 m 维 单纯 形 包 含 在 M 中 . 这 一 事实 在 下 一 节 证 明 
凸 集 的 相对 内 部 非 空 时 是 有 用 的 . 

今后 当 一 个 西 集 M C JR" 的 内 部 非 空 时 , 即 int M 天 0 
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定理 1.3.7 JR"? 中 任意 一 个 mm 维 单纯 形 conv {bo,-……， 


(a) (b) (0) 
图 1.3.2 (a&) 半 直 线 ，(b) 锥 ， (Cc) 凸 锥 


”在 这 一 节 的 最 后 , 我 们 给 出 下 ”中 一 类 特殊 的 凸 集 ， 即 
所 谓 吓 锥 的 定义 及 其 基本 性 质 . 给 定 用 ”中 两 个 不 同 点 Zo 
和 zl,, 我 们 称 集 合 
~ R(xo; £1) = {zo + M(xzi ~ zo)| 和 A>O0} 

为 从 zo 出 发 的 通过 点 ZX1 的 半 直 线 或 射线 . 如果 及 ”中 的 
集合 玉 满足 

R(zo;T) CK, vreK, 
则 称 K 为 再” 中 以 zo 为 顶点 的 锥 . 以 0 为 顶点 的 锥 简称 
为 锥 . 显然 玉 为 锥 的 充分 必要 条 件 是 

ArEFK, VTEK,vA>0. 
如 果 一 个 锥 同时 又 是 一 个 凸 集 ， 则 称 其 为 凸 锥 ( 见 图 1.3.2). 
定理 1.3.9 ”集合 M C JR" 为 吓 锥 的 充分 必要 条 件 是 
入 +Huy EK, vAn>0. (1.3.1) 


证 明 首先 设 五 为 凸 锥 . 任 取 X,y € K, 和 ,4 > 0. 从 
KK 的 凸 性 可 知 ， 
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HK 
Z 十 一 一 一 VE 的， 
和 A 二 + A+k “ 


而 从 KK 的 锥 性 又 可 知 
入 4 
和 二 上 7 和 十 7 
即 式 (1.3.1) 成 立 . 反之 ， 设 式 (1.3.1) 成 立 . 于 是 特别 地 在 
式 (1.3.1) 中 取 入 ,4 还 满足 和 十 二 1, 可 知 五 为 凸 集 ， 而 
若 取 工 二 y E KK, 则 又 可 知 天 为 锥 ， 从 而 K 是 凸 锥 、 
从 凸 锥 定义 直接 可 以 得 到 如 下 和 定理 : 
定理 1.3.10 ”及 ”中 任意 一 族 凸 锥 的 交 仍 是 凸 锥 . 


“JR" 中 的 锥 天 叫做 是 真 的 ， 是 指 Z 关 0,zx EK 一 
-rz 4 KK. 全 空间 JR", IR" 中 的 正 象限 


{z= (上 |é&i> 0,i = 1,2,...,n} 
和 非 负 和 象限 


{z= (£1,.…, | 过 0 一 1,2,...,n} 


Az + py 二 (入 十 D(x 


”都 是 凸 锥 的 例子 ， 而 且 后 面 两 个 还 是 真 凸 锥 . 


设 bi € JR", i E 了 (了 为 任意 指标 集 ). 那么 显然 
K= {ze Rr"|(z,b) <0,viel) 


是 凸 锥 ， 这 样 ， 齐 次 不 等 式 组 的 解 集 是 一 个 凸 锥 . 
定理 1.3.11 设 MC 友 是 任 一 非 空子 集 EK 为 M 
的 所 有 正 线 性 组 合 ( 即 在 线性 组 合 Xizl 十.…+ 和 mzm 中 诸 
系数 Xi 都 是 正 的 ) 构成 的 集合 . 那么 KK 是 包含 M 的 最 小 
的 凸 锥 . 
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证 明 ” 玫 是 凸 锥 并 且 玉 2 M 是 显然 的 .又 根据 定理 
1.3.9, 任何 一 个 包含 M 的 凸 锥 都 应 该 包含 M 的 一 切 正 线 
性 组 合 ， 从 而 五 是 包含 M 的 最 小 的 西 锥 ， 

推论 1.3.12 设 Mc 民 是 上 吓 子 集 ， 并 设 

K={X|A>0,re M)}, 


那么 KK 是 含 M 的 最 小 的 凸 锥 . 
证 明 只 需 注 意 M 中 元 的 每 个 线 : 竹 组 合 必定 是 Ad 中 
元 的 凸 组 合 的 正 倍数 . 
定理 1.3.11 中 的 锥 加 上 原点 后 得 到 的 三 锥 叫做 由 机 生 
成 的 凸 锥 ， 记 作 大 = cone AM, 即 


cone M = { DXiri | wr € M,Ni 2 > 0, 1<i<m, m 任 意 上 


2 二 1 


习 题 1.3 
1.3.1 完成 定理 1.3.1 的 证 明 . 
1.3.2 设 和 4 和 如是 及 ”中 的 凸 集 试 证 4 十 吾 也 是 凸 集 . 
1.3.3 设 MM 是 ee™ 中 的 四 集 ， 并 且 入 1 之 0, A2 之 0， 求证 : 
(Ai 十 A2)M = AlM + A2M. 


1.3.4 找 出 尼 ? 中 满足 如 下 条 件 的 点 (z,y)7 的 集合 的 凸 包 : 
(Dy= 2 

(2) y= x,2 >0; 

(3) y = cos Z; 

(4) y= 1/z,7 > 1/2. 

1.3.5 试 证 有 界 集 的 四 包 仍 是 有 界 的 . 

1.3.6 设 4, 吕 是 再 ”中 的 非 空 集 合 ， 试 证 下 列 命题 成 立 : 
(1) A C B=—> AC convB. 

(2) A4CB 并 且 B=>convAcCcB. 


. 95. 


(3) AC 也 一 > conv4C cony 万 . 
(4) (conv A)U (conv B) C conv (AU B). 
(5) conv (ANMB) C conv AN convB. 
(6) conv (conv 4) = conv A. 
1.3.7 完成 定理 1.3.10 的 证 明 . 
1.3.8 设 M 是 JR" 中 的 凸 集 ， 试 证 :bd(clLM) = bd JM, 并 举 
例 说 明 这 里 MM 的 凸 性 是 必要 的 . 
1.3.9 设 4,B 为 中” 中 的 凸 集 ， 试 证 : 
conv (AUB)= {XA4+(1-ABI0<A<LI}. 


1.3.10 设 工 : 民 " 一 J™m 是 线性 变换 ， 如 果 4 C 慑 ”是 凸 子 
集 ， 试 证 :六 (4) 是 民 ” 中 的 西子 集 . 
1,3.11 试 证 : 届 "” 中 的 和 任意 一 族 仿 射 集 的 交 仍 是 仿 射 集 ， .但 任意 
一 族 仿 射 集 的 并 却 未 必 是 仿 射 集 或 凸 集 . 
1.3.12 设 W 是 及 ”中 的 凸 集 . 如果 af AM = RE”, 试 证 : 
int M # 0. 


1.3.13 设 Mi 和 JM2 是 及 ”中 的 仿 射 集 ， 试 证 : M1 U M2 是 
凸 集 ， 当 且 仅 当 Mi C M2, 或 者 M2 C Mi. 

1.3.14 在 页” 中 设 pl = (0,1)7,pa = (1,3)",ps 一 (4, 3)r， 
pa 二 (4, 0)7, 并 且 z = (7/4, 5/4)-. 试 证 : 


1 
-D4 


-Da 十 
23 12 


I 二 = 十 2 十 

一 27! 422 6 
并 应 用 Caratheodory 定理 证 明 中 的 程序 把 z 表示 成 p1,p2 和 pa3 的 
凸 组 合 . 

1.3.15 试 证 Caratheodory 定理 的 如 下 形式 : 设 M 是 有 ”中 
的 非 空子 集 ， 设 VE MA, x E conv JM, 那么 存在 点 21 ,2 E AM 
(k 过 n) 使 得 ZE conv {y, zi, ZK] 

1.3.16 设 MM 是 及 ”中 非 负 象限 及 ”中 的 闭 子 集 ， 并 设 ek 是 
第 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 0 的 向 量 . 假定 对 于 任意 z E MY, 存在 正 
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实数 和 1,-……, An 使 得 人 十 Akek EM V1 <k < n. 试 证 :convM 


1.4 凸 集 的 相对 内 部 


3 中 的 线段 和 三 角形 作为 现 ” 中 的 集合 其 内 部 都 是 空 
集 ， 但 显然 它们 都 有 着 自然 的 内 部 ， 这 就 是 相对 内 部 . 

我 们 把 成 ”中 的 集合 M 看 成 其 仿 射 包 afM 中 的 子 
集 , 然后 在 af 订 中 规定 M 的 内 点 和 内 部 ,就 得 到 AM 的 相 
对 内 点 和 相对 内 部 . 确切 地 说 ， 点 x 叫做 M 的 相对 内 点 ， 
是 指 存在 > 0 使 得 
B(z,e)NafMcCcM. 


M 的 相对 内 点 全 体 叫 做 M 的 相对 内 部 ， 记 作 riM. 于 是 
riM= 一 {zxEM|3e >0 使 得 B(x,e)NnNafMc Mi}. 


差 集 cl MAriA 叫做 M 的 相对 边界 ， 记 作 bdr AM， 集合 
M 叫做 相对 开 的 ， 是 指 M =TM. 当 afM = JR" 时 ,， 集 
合 M 的 相对 内 部 与 其 普通 内 部 相同 ， 即 int M = riM . 

例如 ， 设 x,y 为 RR” 中 不 同 的 两 个 点 ， |z, 为 连接 z 
和 yy 的 闭 线段 ， 则 


ri[z,y)] = {Xz + (1 — A)y | 0<A< 1} = (zx,y). 


定理 1.4.1 设 人 是 到" 中 的 凸 集 ， 则 任意 连接 M 

的 闭 包 cl MM 中 点 和 M 的 相对 内 点 的 线段 的 相对 内 点 均 是 

M 的 相对 内 点 ， 换 句 话说 ， 对 于 zo E cl M, zl EriM, 我 
们 有 z(A) 全 (1- NMJzo+》Xzieria Yo0< 入 <1 
证 明 ”从 假设 zt € ri M 可 知 存在 < > 0 使 得 
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B(xzi,e)NafMC M. . » 


为 了 证 明 当 0 < 入 < 1 时 Zz( 和 ) € riM, 我 们 要 证 存在 6 > 0 
使 得 B(z( 和 A),6) nafM C M. 由 于 M 是 凸 集 ， 为 此 我 们 
只 要 证 明 对 于 任意 ZE B(zAM), 6)naff MM, 存在 4,vE€EM 使 
得 2 一 N+(1— Wu. 首先 注意 ， 如 果 Zz 二 =- Xu 十 (一 A)u, 则 
1—A 入 . 
b=-al= = 此 - 3 z : 
< sz—zON+ lo ull. 

现在 由 于 zo € clM， 让 们 可 以 取 一 点 wu € M 使 得 fi 一 
zol| < Tx$. 生发 7 一 一 z 一 二 =; 则 z 一 二 (1 一 Nu. 这 
样 只 要 取 6 二 学 ,就 有 二 zl < 6 再 考虑 到 } -= 
可 知 VE af M, 从 而 ve M. 1 

定理 1.4.2 设 M 是 R" 中 的 凸 集 ， 那么 clM 与 
ri lM 都 是 再” 中 的 凸 集 ， 并 且 clM 与 M 有 相同 的 仿 射 
包 , 即 af(clM) = 二 af iM, 从 而 cl 7M 与 M 的 维 数 也 相同 . 

证 明 clM. 的 廿 性 是 显然 的 ;而 在 定理 1.4.1 中 到 Z0,Z1 
<cTAf, 即 得 TiM. 最 后 ， 注 意 到 cl MC aff M, 立即 推出 
af M = aff (cl M). l 

推论 1.4.3 设 $S= A Gonv {bo b,,. ,bm} 是 JR" 中 
的 mm 维 单纯 形 . 那么 5 的 形 心 65 = (bo 十 … bm)/(m+ 1) 
是 S 的 相对 内 点 ， 从 而 ii5 关 人. 

证 明 由 于 Do» …, bm 仿 射 无 关 ， a 储 S 中 每 一 点 都 可 
以 和 表示 成 bo,…… ,bm 的 唯一 的 仿 射 组 合 . 对 于 z 二 aobo 十 

十 amom <E affS, 这 里 Qk 为 Z 的 仿 射 坐标 ， 定 义 映 射 
fF affS 一 IR"+! 
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f(x) 一 (ao， “7 ,QAm) . 
特别 对 于 5 的 形 心 六 有 


1 T 
/0 (HT 
注意 对 于 仿 射 组 合 T= Qobot+ + ombm = 一 + ai(b1 一 
ot 十 … 十 Qm(bm 一 bo), 由 于 六 一 2 ,bm 一 bo 线性 无 


3 ox(be — bo0,b; — bo) = (2—bo,b;—bo), 1<j<m 
天 一 工 , . : 

有 唯一 解 (Qx), 并 且 ax 对 于 z 是 连续 的 ， 从 而 f 是 af5 
-上 的 连续 水 数 . 但 了 在 ”处 的 值 jb 的 分 量 都 是 正 的 ， 因 
此 存在 一 个 开 球 B(b si) 使 得 B(b,e) 阁 afS 中 的 每 一 点 
是 bo,:…… ,bw 的 凸 组 合 ， 从 而 B(b,e) NafSs C convS, 即 
b 是 5 的 相对 内 点 . | 
”定理 1.4.4 设 M 是 IR" 中 的 一 个 (之 0) 维 凸 
集 ， 那 么 M 的 相对 内 部 ri M 是 非 空 的 . 

证 明 由 于 A 以 是 上 维 凸 集 ， 故 存在 有 十 1 个 仿 射 无 
关 的 向 量 00,…, 奴 E M 使 得 afM = affS, 其 中 5S = 
conv {bo,… ,bk} 是 上 维 单纯 形 . 根据 引 理 1.4.3, ri 5 汉人 
但 显然 iiS CriM,， 从 而 TiM 0 目 
”定理 1.4.5 设 M 是 丽 "” 中 的 任意 凸 集 ， 则 我 | 们 有 

Tri(clM)=riM, ad(riM)=¢clM. 

证 明 由 于 ri CAM, 显然 有 clriAf)C clM. 现在 
设 y e cl M. 依据 定理 1.4.4, ri M 夭 8 (除非 M = 从, 从 
而 可 以 取 一 点 XE riMM. 从 定理 1.4.1 可 知 (1 一 入 )z 十 和 y € 
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ri MYVO< 和 < 1 让 和 一 1 即 得 ye dl(riM) 这 样 我 们 
证 明了 cl(riM)=clM. 

注意 到 cM DM 并 有 aff(c M) 二 afM， 可 知 rTi(clM) 
D riM. 现在 设 z € ri (cl WM)， 我 们 要 证 z € riM， 即 存 在 
e>0 使 B(z,e)NaffM Cc M. 为 此 任 取 一 点 zxErilM (不 
妨 认为 z 关 z, 否则 已 经 有 z E riM), 并 考虑 通过 z 和 : 的 
”直线 (1 一 p)z+jpzp ER. ph>1 有 Hh-1 充分 小 时 ， 
位 于 该 直线 上 的 点 


yp) = -Wr+tpzs=2- (p41)(r -2) 


仍 属于 ri (cl M), 因此 WA) € clM. 对 于 这 样 的 y(1), z 
以 表示 成 2 = (1 一 入 Ne 十 Ah 式 中 入 = 1/p. 
定理 1.4.1,zE€EriM. 

推论 1.4.6 设 Mi 和 .M2 是 R” 中 的 两 个 凸 集 ， 和 


cl Mi = cl Mo; <—> Ti AM = Ti AM <—> riM C M» CcelAM. 


证 明 ” 留 作 练习 . | 

推论 1.4.7 设 M 是 R" 中 的 非 空山 集 ，O 是 R" 
的 任 一 开 集 . 如 果 ONclM#8, 则 ONriM 天 0 

-证明 留 作 练习 | 

推论 1.4.8 设 M2 是 了 R" 中 的 非 空 凸 集 ， 而 Mi 是 
Ja 的 相对 边界 的 西子 集 ， 那么 dim Mi < dim Mo，. 

证 明 如 果 Mi 的 维 数 与 M2 的 维 数 相同 ， 则 Mi 应 该 
有 相对 于 af Ma 的 内 点 ， 这 样 的 点 必然 也 是 M2 的 相对 内 
点 ， 但 根据 假设 ， ri Ma m Mi = 9, 导致 子 盾 . . l 

定理 1.4.9 设 M 是 RR" 中 的 非 空 于 集 ， 那 么 ， 

1) 如 果 M 是 有 界 集 ， 则 conv M 也 是 有 界 集 ; 

2) 如 果 .M 是 相对 开 集 ， 则 conv M 也 是 相对 开 集 . 
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证 明 (1) 的 证 明 留 作 练习 . 今 证 (2). 设 M 是 相对 
开 集 . 从 MC convM 且 dim M = dim(conv AM) 可 知 
M = nM CC ri(convM). 另 一 方面 ， 从 定理 1.4.2 可 
知 ri (conv M) 是 凸 集 . 因此 conv M C ri(convM), 有 即 
conv Ad 是 相对 开 集 . | 

一 般 说 来 ， 闭 集 的 西 包 未 必 是 闭 的 ， 例如 ， 在 到? 中 考 
虑 集合 
~ M={(€,n)" € PR?| ET =1,n>0). 

不 难看 出 M 是 R? 中 的 闭 集 , 但 其 凸 包 conv M = {(é€,7)” | 
7.> 0} 却 不 是 闭 的 ( 见 图 1.4.1). 然而 如 果 我 们 要 求 M 既 
是 闭 的 又 是 有 界 的 ， 则 M 的 凸 包 也 是 闭 有 界 的 . 
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图 1.4.1 


定理 1.4.10 设 MM 是 JR” 中 的 紧 子 集 ， 那么 convM 
也 是 紧 子 集 . 
证 明 我 们 定义 R"+1 中 的 集合 5 如 下 : 


3 一 {(ai ,Ant1) [oi + anti = 1,0i > 0,}. 


显然 5 是 JR?+1 中 的 有 界 闭 集 ， 从 而 是 紧 集 . 定义 Rm"+1 x 
有 "xx 到 "= RW+D)? 到 JR" 的 映射 f 如 下 : 
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Fa an+1iZ1 Zn+1) 一 DokTh: 


容易 着 出 f : RW+1)” 一 JR" 是 连续 映射 . 从 Caratheodory 

| . n 二 1 次 

定理 1.3.6 可 知 ff 把 SxMx:…x MM 映 到 convM 1 之 
n 十 1 次 


mt ee 3 
上 .但 SxMx.…x 人 JM 是 ("+ 中 的 有 界 闭 集 ， 从 而 
"+1 次 


conv M = f(sx xxx) 是 到 " 中 的 有 界 闭 集 . 有 
”下 一 个 定理 刻 划 了 凸 集 的 相对 内 点 的 特征 ， 在 凸 分 析 的 
一 些 理论 证 明 中 是 十 分 有 用 的 . 

定理 1.4.11 设 M 是 :JR" 中 的 一 个 非 空 凸 集 ， 那 么 
2 € riM 充分 必要 条 件 是 : Vx E AM 存在 Wh > 1 使 得 
( 工 一 凡 )iZ 十 Hz E 

证 明 定理 中 的 条 件 是 说 ， 2M 中 以 其 相对 内 点 2 为 一 
症 点 的 直线 段 都 可 以 延伸 至 z 之 外 而 不 出 M. 必要 性 是 显 
然 的 . 今 证 充分 性 : 

设 z 满足 定理 条 件 . 首先 从 引 理 1.4.3 知 riMf 关 从 而 
存在 点 ze M. 由 假设 ,存在 人 > 1 使 得 y 全 (1 -jz+Hze 
M. 于 是 z= (1 一 和 jiz 十 Ay, 其 中 0< 入 = <1. 因此 
依据 定理 1.4.1, z E riM. | 

推论 1.4.12 设 MM 是 责 " 中 的 非 空 目 集 ， 那 么 >《 
int Ad 当 且 仅 当 对 于 每 一 y € 及 ”", 存在 某 个 es > 0 使 得 
z+ey€EM. 

定理 1.4.13 设 {Mj; |7€ J 是 ”中 的 一 族 凸 集 
(J 了 为 一 指标 集 ). 假定 {ri Mj | 7 € J 了 } 关 则 
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ad(N{M;|jeT})=N{dM|jeT}. (14.1) 
ri(N{M; |je 7}) =N{riM; jeJ}. (142) 


证 明 任 取 一 点 zx E NM{riM; | 7 € 了}. 于 是 对 于 任意 
yenfclai 17e 7}, 由 定理 1.4.1 可 知 ， 
(1 — Ne + XW eriM;, vAE[0,1),vijeL. 


注意 到 y = ,im jl 一 入)z 十 和 a, 有 
na MM | eJca(n{riM lie)) 
| cad(Nn{Mlje 7}) c nfca0 |j € 7), 
即 式 (1.4.1) 成 立 :同时 上 述 一 系列 包含 关系 也 证 明了 {Mj | 
7E J} 和 friM; 17e .1 有 相同 的 闭 包 . 这 样 ， 由 定理 
1.4.5 可 知 此 两 集 必 有 相同 的 相对 内 部 ， 因 此 ， 
rignfa 1l7yeJ)cnfrian 17e 六. 
现在 假定 J 为 有 限 集 . 任 取 一 点 ze N{riM; | j e J 四, 依 
据 定理 1.4.8, Nn{M; 17 & J} 中 以 z 为 一 端点 的 每 一 条 直 
线段 都 可 以 稍稍 延伸 至 z 之 外 , 而 同时 又 都 保持 在 每 个 集合 
MM; 之 中 . 但 7 是 有 限 集 ， 故 这 些 延 什 了 的 线段 之 交 仍 然 是 
原来 那个 线段 的 延伸 ， 并 且 落 在 人 {MM; | 7 & JJ 之 中 . 由 此 
依据 定理 1.4.8 的 判 据 ，z € ri (Nn{ Mj 17e J}). 于 是 我 们 
证 明了 
N{riM; |7 € J} Cri(N{M; |; €7}). 
定理 1.4.14 设 M 是 IR" 中 的 册 集 , 并 设 4 : IR" 一 
及 ”为 一 个 线性 变换 . 那么 ， 
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ri(AM) = A(riM), d(AM)D A(dM). 


证 明 ”关于 闭 包 运算 的 包含 关系 是 4 的 连续 性 的 直接 
结论 ， 并 且 与 M 的 凸 性 无 关 . 现在 我 们 证 明 关 于 相对 内 部 
运算 的 公式 . 首先 注意 ， 
cl (A(riM)) 2 A(cl (ri M)) = A(cl M) > AM D Al(ri M). 


这 表明 4M 与 4(riM) 有 相同 的 闭 包 ， 从 而 也 有 相同 的 相 
对 内 部 . 因此 ri(AM) C A(ri MM). 现在 假定 z € A(ri M)， 
并 任 取 一 点 zk AM. 于 是 存在 x7 EM 和 z EriM 使 
得 z = 4z',z = .Az'， 依据 定理 1.4.11, 存在 人 > 1 使 得 
(1—p)z +pz € M. 但 4 一 AD 二 Hz = 三 (一 内 Z 二 HRz E 
AM, 因此 再 应 用 定理 1.4.8 即 得 z Eri(4M). -1 

推论 1.4.15 ”对 于 任意 凸 集 M C 了 JR" 和 实数 和 有 
ri(AM)= MiM. : 

证 明 ” 留 作 练 习 . I 

设 Mi C IR"Y 和 M2 C JR™ 为 两 个 西 集 . 积 集 M1 x M， 
是 指 有 R"+m 中 的 子 集 : 


Mi x Ma = {(721,72) € RR?°t™ | zi € Mi,z2 € M2}. 
显然 我 们 有 
ri(Mi: x M2) = riMi x riM,, 
cl(Mi x M2) = dl Mi x ol M2. 
据 此 并 应 用 定理 1.4.14, 我 们 可 得 到 如 下 推论 : 
推论 1.4.16 设 Mi 和 JM2 是 RE” 中 的 两 个 西 集 . 那么 
ri(Mi + M2) = ri Mi + riM,, 
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cl{(Mi 十 AI2 ) DeclMi+clM2. 
证 明 定义 线性 变换 4 : Rr 一 JR" 为 
A(zx1, x2) 二 人 1 十 To ， VX1, 2Z2 <E RR", 
我 们 有 4(A41 x M,) = Mi + Mo. | 
定理 1.4.17 设 4 : 有 R" 一 民 ” 为 线性 变换 . 设 M 
为 Rm 中 的 凸 集 ， 满 足 4 (riM) 夭 0 那么 ， 
ri(A-1M)= A-'(riM), cl(A-iM)= A-!(cl M). 
证 明 令 和 N= JR" x M, 并 设 G 为 4 的 图 象 ， 即 
G = {(z, 4Az) | xz € IR"*}. 于 是 G 是 RR" x JR™m 中 的 一 
仿 射 集 (实际 上 是 子 空间 ), 并 且 GNriN 头 了. 设 P 表 示 
RR" x JR™ 到 R" 的 投影 : P(z,y) = 7, Vr € R",y € IR"™. 
于 是 4A-+M = P(G NN). 应 用 定理 1.4.11, 可 得 
ri(A-1M)= P(rii(GNN)) = P(GNriN) = A (ri M), 
cl(A-1M)= P(cl (GNN)) = P(GneclN) = A-l(c M). 
最 后 ， 包 含 关系 cl(4-'M)C A-!t(clM) 是 4 的 连续 性 的 
结果 . : , 
定理 1.4.18 设 及 为 RR” x RW 中 的 凸 子 集 . 对 于 
每 一 y € RR", 设 M,= {rz € JR"|(z,y) € M}. 记 
N = {y € JR"™ | M, # 0, 那么 ， 
riM = {(z,y) |y EriN,z €riM,}. 
证 明 定义 投影 P : RR" x RR™ 一 RR™, 
P(rz,y) =Yy, Y(r,y) € RR™ x IR™. 
显然 ，PM = N, 于 是 依据 定理 1.4.14, P(ri M) = ri N， 
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这 表明 (7,y) ETiM 一 > y & riN. 现在 设 yErmN, 并 作 
集合 Gy = {zy ER" x FR” |z ee RR"}. 再 依据 定理 
1.4.13, 我 人 有 
G, NniM=ri(G, NM) = {(%, 2) 12 EriM,}. 
这 样 我 们 证 明了 ， 对 于 任意 给 定 的 2 EriN, 
(z, y) EriM > zeriGy 


定理 证 毕 . | 
”定理 1.4.19 设 Mi,:…, Mn 是 页 " 中 的 西 集 ， 并 设 
Mo = conv (M1 U-.….U Mm). 那么 ， 


ri Mo = {mal > 0, 和 十 … a 
k=1 : / 
”证 明 设 Ki; 表示 可 "+1 中 由 {(zi,1) | zi € Mi} 所 生 

Ko = conv (KiU:U Km) = Kit. + Km. 

从 而 由 推论 1.4.16 得 到 

rikKo=rikKit+:-.+rikKn. 

但 是 从 定理 1.4.18 不 难看 出 

ri Ki 一 {ciAij|lA>gz € Xiri Mi}. 
因此 四 
-Xo E ri Mo < 和 全 (zo0,1) € Ko 4 
ro € (MriM: + A Mm), 
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习 题 i.4 


1.4.1 设 z,y ER",[z,y={r+(l- Ny|0<A<1)}. 
试 证 ri[z,y| = {和 z+ (1— A 和)y ] O<A<1}. 

1.4.2 指出 下 列 结论 正确 与 否 ， 如 不 正确 ， 请 举 出 反例 : 设 4 和 
B 为 开 ” 中 的 非 空 吓 子 集 , 如 果 4CB, 则 riACriB.. 

1.4.3 设 A 析 是 民 ” 中 的 闭 凸 集 . 试 证 : 如 果 2Z 和 2 是 AM 的 边 
界 点 ， 则 或 者 [z, 纠 C bd AT， 或 者 ri|x,y| C int M. 

1.4.4 设计 是 到 ”中 的 耳 子 集 ， 并 且 int Ag 关 0. 指出 下 列 两 

结论 正确 与 否 ， 如 不 正确 ， 请 举 出 反例 : 

(1) NM 的 边界 是 凸 集 ; 

(2) AM 的 边界 不 是 凸 集 . 

1.4.5 设 MM 是 现 ” 的 凸 子 集 ， 如 果 int MM 天 人 并 且 MM 还 是 
紧 集 ， 那 么 M 的 边界 不 是 凸 集 . 

1.4.6 设 MM 是 忆 ” 的 凸 子 集 ， 并 设 了 是 下 ”的 仿 射 集 ， 假定 
FAN riM 关 0, 斌 证 : 


ri(FNMM)= FNrM, a(FNM)= FNcM. 
1.4.7 设 Mi 和 M2 是 JR" 的 两 个 凸 集 假定 M2 C cl 但 
M; 并 不 完全 包含 在 :ia 的 相对 边界 中 . 试 证 :ri M2 C ri Mi. 


1.4.8 设 M 是 民 " 中 的 非 空 同 集 ， 并 设 K 是 Rm+1 中 由 
{(z,1T) | z € M} 所 生成 的 凸 锥 ， 试 证 : 


riiK = {(z,A) € Rt! |A> 0,z eMiM}. 
1.4.9 设 M 是 IR" 中 的 非 空 吓 集 ， 为 由 NM 生成 的 凸 锥 ， 斌 


证 : | 
riK={r|A>0,2€eriM). 


1.4.10 ”完成 推论 1.4.6 和 1.4.7 的 证 明 . 
1.4.11 设 Mi ,: “') AI 是 4 中 的 凸 子 集 ， 试 证 : 
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conv (Mi LU …. U Mn) 


= Db | zp € Mo Xx > 90, A 一 '} 


. ~ k=1 k=1 
写 出 任意 一 族 凸 集 的 凸 包 的 表达 形式 , 


1.4.12 设 JH 是 及 ”中 的 闭 古 集 ， 并 设 y € int MM gM 试 
证 ri {zx,y| 门 bd MM. 是 单 点 集 . | 


1.5 凸 集 分 离 定理 


凸 集 的 分 离 是 凸 分 析 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 它 所 基于 的 
基本 事实 是 : 有 ”中 的 一 个 超 平 面 正 好 把 及 ”一 分 为 二 ， 并 
且 此 超 平 面 的 补 集 丛 好 是 其 关联 的 两 个 不 相交 的 开 凸 集 
( 即 两 个 开 半 空间 ) 之 并 . 

我 们 知道 ， 至 ” 上 任 一 线性 泛 图 f 对 应 于 民 ” 中 唯一 
点 z* 使 得 

f(z)= (zr,7), Vr EIR". 
通常 我 们 把 f 与 z* 等 同 . JR" 上 的 线性 泛 函 全 体 构成 的 
线性 空间 叫做 爱 "” 的 对 偶 空 间 . 于 是 JR” 的 对 偶 空间 等 同 
于 JR” 自身 . 注意 RR" 上 的 每 一 线性 沁 孙 都 是 连续 的 . 由 
1.1 节 我 们 知道 ， R" 中 任 一 超 平面 末 都 可 以 表示 成 
H(z2*,0) ES {rz € Rr" | (z,2*) = 6}, 
其 中 rz”€ RE" 为 非 零 元 ，B € 民 ; 而 且 对 于 入 去 0， 
: H(Ar*, AB) = H(zx*, B). 
其 逆 命 题 也 成 立 . 
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定理 1.5.1 设 f,g€ JR",a,Be R, 并 8 H(f,a) = 
HH(g, 8B). 那么 存在 实数 入 关 0, 使 得 g 二 入 f,6 = A 和 Aa. 
证 明 记 瑟 = H(f,a) = H(g,B). 如 果 f 或 g 为 零 
元 ， 则 结论 是 显然 的 . 因此 假定 f 了 关 0,g 关 0. 如 果 aw =0， 
则 及 是 子 空间 ， 0 E 五 ,从 而 6 = 0. 类 似 地 ， 根据 6=0 . 
也 可 推出 a = 0; 于 是 我 们 先 考 虑 a = 6 = 0 的 情形 . 选 
到 一 点 .ze JR"\H 使 得 g(z) 头 0, 并 令 入 会 f(z)/g(z). 由 
于 器 是 nw 一 1 维 子 空间 ， 任 意向 量 zx E JR” 有 唯一 分 解 
7 二 y 十 1z, 其 中 yE 且 ,jE€ 民 . 考虑 到 f(y) = g(y) = 0， 
我 们 有 


f(z)— Mg(z) = f(y) + pf(z) — Mlg(y) + pg9(2)] 
= plf(z)— Mg(z)| =0, vz€ RR", 
其 
f = 入 9. 
现在 设 a 冯 0, 8 关 0. 今 证 H(f,0) = 玉 (g,0). 事实 
上 , 任 取 一 点 z E 五 , 则 f(z) = a. 如 果 z € JR", f(z)=0， 
则 Flz+z)= f(z) =a. 从 而 T+z€H= fH(g,B), mp 
”g(x 十 z) = Bb. 但 g(z) = B, 故 g(x) = 三 0 类似 地 ， 从 
gz) = 0 也 可 推出 f(z) = 0. 因此 H(f,0) = HH(g,0). 由 
上 面 已 经 证 明了 的 Q = 8 = 二 0 的 结果 ， 我 们 得 到 f = Ag， 
其 中 入 = f(z)/g(z) = a/B. I 
给 定 有 R” 中 的 子 集 4 和 超 平面 是 (f, a), 我 们 称 集合 4 
位 于 超 平面 且 (J, a) 的 一 侧 ， 是 指 
f(z)<a, vreAh, 
或 者 : 
f(x)>a, vreAd. 
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给 定 JR" 中 两 个 子 集 4 和 B 以 及 一 个 超 平面 百 = 
”及 ( 太 a). 我 们 称 4 和 有 被 超 平面 了 所 分 离 ， 是 指 它们 分 
别 位 于 万 的 两 人 出， 确切 地 说 ， 就 是 


fz) < a < f(y), VoeAveB (sy 


f(z)>a>fly), vrehvyeB. (151) 


(aj 真人 离 。 (b) 强 分 高 


- (€)】 .严格 分 离 
图 1.5.1 “ 凸 集 用 超 平面 的 分 离 


”这 样 定义 的 集合 的 分 离 似 乎 并 不 令 人 满意 ， 因 为 例如 
在 三 维 空间 中 位 于 同一 平面 中 的 两 个 集合 按照 这 个 定义 已 
经 算是 分 离 了 ! 因此 有 必要 提出 更 严格 的 分 离 概 念 ， ( 见 图 
1 5.1) z 
于 是 我 们 称 RR" 中 的 集合 4 和 B 被 超 平面 五 (上 oo) 真 
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分 离 ， 是 指 式 (1.5.1) 或 者 式 (1.5.1) 成 立 ， 同 时 式 (1.5.1) 
或 者 式 (1.5.1) 不 可 能 总 是 成 立 等 号 ; 称 集 合 4 和 B 被 超 
平面 豆 ( 户 a) 严格 分 离 ， 是 指 
f(z) < a < f(y), vze4vyeB (1.5.2) 
或 者 和 : | 
f(z) > a > f{y), vr € A,vy eB; (1.5:2) 
而 称 集合 4 和 B 被 超 平面 互 (f,a) 强 分 离 ， 是 指 存在 一 实 
数 = > 0， 使 得 
f(z)<a—-e<at+e< Fg) VrE AVy €B, (1.5.3) 
或 者 : : 
fy) < a-e < ate < f(z), vreAvyeB. (1.5.3) 
引 理 1. 5.2 “ 设 44 和 已 为 Re” 中 的 两 个 非 空子 集 
那么 A, BB 能 用 一 个 超 平面 分 离 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 非 
零 向 量 f e JR", 使 得 z : 
inf{(z, 1) | 2 € A} > > sup{(y,/) | ze B}; (1.5.4) 
A,B 能 用 一 个 超 平面 真 分 离 的 充分 必 要 茶 件 是 行 在 一 非 过 
向 量 < 了 R" 满足 式 (1.5.4) 及 
sup{(z,f)|z € A} > inf{(y, f)|z € B}: (1.5.5) 
而 4,B 能 用 一 个 超 平 南 强 分 离 的 充分 必 要 条 件 是 存在 一 非 
零 向 量 f € JR" 满 足 
inf{(2,f) |z€ A} > sup{(y,f) | EB}. (1.5.6) 
证明 留 作 练 习 . I 
这 里 要 注意 , 真 分 离 允 许 一 个 集合 (而 非 两 个 集合 同时 ) 
包含 在 分 离 超 平面 中 ， 例 如, z 
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A={(é nN) ER |e > 0,én > 1), 
B= {(€,0) e R?|é >0), 


则 ANB 二 $9, 并且 能 够 分 离 这 两 个 集合 的 唯一 的 超 平面 是 
上 轴 ， 它 包含 集合 B. : 
平面 上 两 个 不 相交 的 三 角形 总 能 用 一 条 直线 ( 即 及? 中 
. 的 超 平面 ) 把 它们 分 离开 . 这 个 结论 实际 上 对 于 IR” 中 的 任 
意 两 个 不 相交 的 西 集 都 是 对 的 .在 凸 分 析 理 论 中 ， 这 一 类 结 
果 统 称 为 凸 集 分 离 定 理 ， 是 西 集 理论 的 重要 的 分 析 工 具 . 
引 理 1.5.3 ” 设 4 是 平面 R? 中 的 非 空 相 对 开 凸 子 
集 ，zo 4 4, 那么 存在 通过 点 ze 的 直线 工 使 得 4n4 = 人 
证 明 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 ze = 0, 并 且 只 要 考虑 4 
是 到 ? 中 开 凸 集 的 情形 ， 因 为 当 4 是 R? 中 一 维 相对 开 凸 
集 ， 即 开 线 段 时 ， 结 论 是 显然 的 .于 是 设 4 是 JR? 中 的 开 
凸 集 ，0 和 4. 令 
3S={fAzlze4, 和 > 0 
则 S 是 R? 中 的 一 个 开 凸 锥 ， 它 至 多 是 一 个 开 半 平面 . 任 
取 S 的 一 个 非 零 边界 点 zl, 则 通过 0 和 zl 的 直线 工 与 5 
不 相交 ， 从 而 它 也 与 4 不 相交 ( 见 图 1.5.2). |. 
设 M 是 RR" 的 一 个 子 空间 ， 则 JR* 有 正 交 分 解 R” = 
M + 这 里 M+ 是 M 的 正 交 补 . 于 是 任意 元 ZE JR" 
”可 唯一 地 分 解 成 x = y 十 z, 式 中 YE€M,zE€ M+t. 对 应 于 
这 样 的 分 解 我 们 定义 线性 映射 P:R" 一 Mt， 
Pr = z. (1.5.7) 
已 称 为 Ra 到 M+ 的 正 交 投影 (映射 )， 显 然 ，P 是 连续 
的 ， 并 且 如 果 4 是 ”的 相对 开 集 ， 则 4 的 象 P(4) 也 是 
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相对 开 的 ( 见 定理 1.4.11). 


图 1.5.2 


定理 1.5.4 设 4 是 刺 "” 中 的 一 个 非 空 相对 开 凸 子 

集 ， M 是 一 个 非 空 仿 射 集 ， 满 足 4m M = 0. 那么 必定 存 

在 一 个 超 平面 万 (f,a) 使 得 M C H(f,a), 并 且 4 位 于 与 
超 平 面 五 (f,a) 相关 联 的 一 个 开 半 空间 ， 即 

f(x) <oa, vreAh, (1.5.8) 

或 者 | 

f(z)>a, vzeA. (1.5.8) 

证 明 如 果 AM 本 身 已 经 是 一 个 超 平面 有 H(f,a), 则 由 

于 4nM = 名 式 (1.5.8) 或 者 式 (1.5.8) 必定 成 立 . 因为 否 

则 的 话 , 存在 两 点 x,y € 4 使 得 F(z) > a, 而 f(y)<a. 令 
= (a ~ f(W/(fz) — Fy), 

则 0 < 入 <1. 由 于 4 是 凸 集 ，Az 十 (1 一 入)y € 4. 但 容 

易 算 出 f( 和 rt 十 (1 一 入 )y)= 二 a, 即 M+- ye M, ;从 而 
与 MNA =$ 相 蔬 括 : 

现在 设 M 不 是 超 平面 从 而 dimM =k<nol. 我 

们 采用 构造 性 的 证 明 方法 : 首先 设法 构造 一 个 比 M 高 一 维 
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的 含 MM 的 仿 射 子 集 Ah , 并 且 AM 仍然 与 4 不 相交 ; 如 果 
dim M1 < n 一 1, 则 再 构造 一 个 比 Mi 高 一 维 的 含 M1 的 
仿 射 子 集 M2, 并 且 Mo 阁 和 = .这 一 过 程 可 以 一 直 继 续 下 
去 ， 直 至 构造 出 的 仿 射 子 集 互 的 维 数 等 于 n 一 1, 这 时 它 正 
好 是 一 个 超 平 面 ， 使 得 五 4=1 并 且 MCH. 这 个 是 
即 是 我 们 所 要 找 的 超 平面 . z 

如 果 必 要 的 话 作 一 平移 ， 不 妨 假定 0E Mi, 即 人 M 是 一 
个 线性 子 空间 . 作 M 的 正 交 补 M+， 于 是 及 ”可 正 交 分 解 
为 JR" = M+M+. 由 于 dimM = 上 <n 一 1, Mt 包含 一 
个 二 维 子 空间 N. 设 P:R*" 一 M1 是 JR? 到 M- 上 的 正 
交 投 影 。 所 以 P(A4) C M-. 记 


， .41 三 2NnP 


4i 是 平面 NN 中 的 相对 开 凸 集 . 我 们 有 0 py A 因为 否则 
的 话 ， AN M 关外 于 是 根据 引 理 1. 5.3, 存在 NN 中 的 一 
维 子 空 间 工 (通过 0 点 的 直线 )， 使 得 工 与 41 不 相交 ， 从 
而 上 Nn P(4) = 和 .现在 令 Mi = - PT7A(D), 则 Mi 是 一 个 
k 十 1 维 子 空间 ， 并 上 且 满足 Mi 2 M, Min4 = 0. 事 
实 上 , 设 工 = {Xz | a € 瑞 }, 并 设 y € M+ 使 得 Py = 
2 于 是 Mi = {fayAz ae JR,x E MM}， 由 此 可 见 , 
dim Mi 二 上 十 1; -M1 2 M 是 显然 的 ; 如 果 M14 多 
则 存在 a€ 及 和 x €E M 使 得 Qy 十 X € A 但 这 样 我 们 就 
得 出 az = Play +z) ELNP(A4), 与 LN P(4) = f 相抵 
触 . | 

定理 1.5.5 设 4 和 42 是 民 ”中 的 两 个 非 空 号 子 
集 ， 那 么 为 了 41 和 A2 能 用 一 超 平 面 把 它 真 分 离 ， 必 须 是 
只 须 ri Ai1NnriA> = 二 0. 


证 明 邻 A= Ai 一 4, 则 4 也 是 JR"* 中 的 凸 集 ， 并 
且 依 据 推论 1.4.12, ri4=Th4 一 T42. 于 是 
0 天 mi4<>ri4inr4a 一 人 


今 若 ri 4i mri4a 王 外 即 0gri4， 则 依据 定理 1.5.4， 在 在 

一 个 超 平面 五 包含 M = {0}， 并 县 使 得 ri 4 位 于 一 个 与 该 

超 平面 也 相关 联 的 半 开 空 闻 内 .… 由 于 
4Ccl id = cl:A, 


4 必 包 含 在 相应 六 的 轩 半 空间 由 于 是 阁 在 非 零 向 量 fe € IR" 


满足 
0 < 1 f(z, f) = Jinf er f) 一 eh, ee 


0 < sup(z, f) = sp {21 亡 一 一 inf 22 ). 


但 依据 引 理 1.5.2, 这 正 是 说 ， A 和 4 被 超 平 面 ar a) 
真 分 离 ， 其 中 a 满足 
,inf 人 f/<a< sup (x1, f). 

反 过 来 ， 如果 A 和 42 被 某 个 超 平面 H(f,a) 真 分 离 ， 
于 是 , 例如 设 A1 真 在 十 (f, a) 的 一 侧 , 即 存在 点 Zz € 41 使 
得 f(z) > a. 注意 如 果 A1L.H(f,a) = 外 则 A1n 42=[. 

此 只 需 考 虑 Ali mn 瑟 (/a) 关 1 的 情形 任 取 一 点 z € 
AiNnH(f,a), 今 证 z friAi. 事实 上 ， 如 果 z € TriAi, 则 
由 定理 1.4.11, 存在 4 > 1 使 得 (1 一 jz + jz € Ai, 即 
fl 一 pp)z+pz)a.: 但 f(z) >a, 而且 f(z) ='a, 故 


f((1— rtp) = Wf) tp < a, 


得 出 矛盾 这 样 我 们 证 明了 ri4i NH(F, a) = 9, 从 而 or 
riAi = 0. | 
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注 (1) 从 定理 的 证 明 看 出 ， 条 件 T4inzri4s 一 0 可 
以 用 ri4im4as = 和 或 者 4imnri4z = 代替. 因此， 
到 ”中 两 个 不 相交 的 凸 集 可 以 用 一 个 超 平 面 真 分 离 ， 这 与 人 
们 在 二 、 三 维 空间 中 的 直觉 是 一 致 的 .但 在 无 穷 维 空间 ， 印 
使 是 无 穷 维 的 Hilbert 空间 ， 为 了 分 离 两 个 凸 集 41 和 42， 
上 述 条 件 是 不 够 的 ， 必 须 用 更 强 的 条 件 41 mint 42 = 从 或 
42mint 41 = 代替 ， 这 已 经 超出 本 书 讨论 的 范围 了 . 

(2) 如 果 一 个 西 集 4 C JR" 位 于 超 平面 是 (f,a) 的 一 
侧 ， 并 且 又 不 包含 在 瑟 ( 疡 a) 中 ， 那 么 下 A 必定 严格 位 于 
及 (f,Q) 的 一 侧 ; 确切 地 说 ， 例 如 有 

Flz)<a，YZEA4， 
f(x}<a, YreriA. 
当然 这 里 的 不 等 号 可 全 部 反 向 . : 

为 了 两 个 凸 集 能 用 一 个 超 平 面 强 分 离 ， 必 须要 加 上 更 强 
的 条 件 . 容易 给 出 到 ”中 的 例子 ， 即 使 不 相交 的 两 个 闭 凸 集 
也 未 必 能 用 一 个 超 平面 强 分 离 ， 见 图 1.5.1(c). 

定理 1.5.6 设 Mi 和 JW2 是 有 "中 的 两 个 非 空 凸 子 
集 . 那么 为 了 Ai 和 M2 能 被 一 个 超 平面 将 它们 强 分 离 ， 必 
须 且 只 须 

RAM, M2) = = inftllm - 一 | | Z1 GE Mi, rz2 € M,) > 0, 
: (1.5.9) 
换 句 话说 ， OFal (Mi - M2). : 

证 明 如 果 Mi 和 Mo? 能 被 超 平 面 Hf, Q) 强 分 离 ， 则 

依据 定义 ， 存 在 & > 0, 使 得 


f(z) <a~e<ate<fy), Vre Mi,vye M>, 
于 是 
.46. | 


sf 


fliz— yl > f(y— 72)>2e, VrE€ Mi,vy€ M2, 


吨 
lz — y=2e/Nfl, vze Mi,vye€ M,, 


从 而 式 (1.5.9) 成 立 . 反之 ， 设 式 (1.5.9) 成 立 . 设 26 人 
d( M1, Mo’), 并 令 


MS 人 SMi+B0,6) MSsE M2+ B(0,6). 


显然 ME 和 M$ 是 IR" 中 的 开 凸 集 ， 并且 MY n M$ = 0 
从 而 由 定理 1.5.5, 存在 非 零 元 f e RR" 和 实数 a € 丽 使 得 
f(z) <a< jy), vreMi,vye Ms. 


由 于 f 关 0, 存在 wo € B(0,6) 使 得 f(wo) > 0. 这 样 ， 如果 
令 e 二 了 (uo), 则 得 : 
f(xi)<a—-e<ate< f(z2), Vir1€ Mi,vrx2 € Ms, 
即 Mi 和 Ma 被 超 平面 互 (f, a) 强 分 离 I 

推论 1.5.7 设 Mi 和 M2 是 IR"” 中 的 两 个 不 相交 的 
闭 凸 子 集 . 如 果 其 中 之 一 为 有 界 集 ， 则 必定 存在 一 个 超 平面 
把 它们 强 分 离 四 

证 明 只 党 注 意 在 推论 的 假设 下 ，d(Mi,M2) >0. 1 

设 了 为 某 一 指标 集 ， 给 定 b; € JR”, i ET 我 们 知道 线 
性 不 等 式 组 

(z,bi) <B, iET (1.5.10) 


的 解 z 的 集合 正好 是 一 族 闭 半空 间 之 交 ， 从 而 是 一 个 财 凸 
子 集 . 下 面 我 们 指出 ， 现 "中 的 每 一 个 团丁 子 集 都 可 以 表示 
成 某 个 不 等 式 组 的 解 集 . : 
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定理 1.5.8 ”JR" 中 的 闭 册子 集 M 是 一 切 包含 M 的 
闭 半空 间 之 交 . 

证 明 不 妨 假 定 6 头 M JR". 给 定 任意 a 4 MM, 集合 
Mi = {a} 和 Mo = M 满足 定理 1.5.6 或 推论 1.5.7 的 条 
件 ， 因 此 存在 一 个 超 平面 把 它们 强 分 离 ， 与 此 超 平 面相 关联 
的 一 个 闭 半空 间 包 含 M 但 不 包含 点 w、 因 此 ， 如 果 记 M' 
为 一 切 包含 M 的 闭 半空 间 之 交 , 则 a 4 M'. 由 于 a¢g M 
的 任意 性 ， 即 得 M' = M. 上 

推论 1.5.9 设 M 是 RR" 中 的 真 凸 子 集 ( 即 M # 
JR"), 那么 存在 一 个 闭 半空 间 包 含 M. : 

证 明 贸 作 练习 . 2 


习 题 1.5 


1.5.1 完成 引 理 1.5.2 的 证 明 . 

1.5.2 给 定 集合 M C 页 ”和 超 平 面 是 (f,0), 称 集合 MM 为 
被 五 (f,a) 所 切割 ， 是 指 MM 不 位 于 如 (f,a) 的 一 侧 ， 即 存在 两 点 
X,Y € JM, 使 得 f(zX) < a 而 f(y) > a. 试 证 : 超 平面 如 (ja) 切 
制 集合 好 的 充分 必要 条 件 是 : 
(DD) H(f,a) 不 包含 Mi 

(2) H(f,a) NriM #0. 

1.5.3 设 和 4 和 B 是 ”中 的 两 个 非 空 紧 子 集 ， 试 证 : 为 了 存在 
一 个 超 平面 把 4 和 BB 强 分 离 ， 必 须 且 只 须 conv ANnconvB=(. 

1.5.4 完成 推论 1.5.9 的 证 明 . 

1.5.5 设 女 和 BB 是 及 ” 中 的 两 个 非 空 紧 子 集 . 试 证 : 为 了 存在 
一 个 超 平 面 把 4 和 B 强 分 离 ， 必须 且 只 须 对 于 如 的 每 个 至 多 含 nn 十 1 
点 的 子 集 M, 都 能 用 一 个 超 平面 把 MM 和 4 强 分 离 : 

1.5.6 设 M 是 更 ”中 的 真 凸 子 集 ， 试 证 :cl M 也 是 瑟 ” 中 的 
真山 子 集 . 

1.5.7 设 妇 和 如是 RW” 的 两 个 不 相交 的 凸 子 集 , 并 且 A4UB 


， AS . 


是 仿 射 集 ， 试 证 :4U 忆 二 af4=af 恕 ,并 举例 说 明 上 述 不 相交 和 凸 
性 两 个 条 件 是 不 可 缺少 的 . 

1.5.8 设 和 万 和 B 是 忆 ” 的 两 个 不 相交 的 开山 子 集 ， 试 证 : 存在 
一 个 超 平面 把 它们 严格 分 离 . 

1.5.9 设 A 和 BB 是 及 ”的 两 个 山子 集 ， 试 证 : 如 果 int B 关 0 
并 有 ACbdB, 则 afANint B=(. 


1.6 承 托 超 平面 


相 切 这 一 概念 是 分 析 中 的 一 个 重要 工具 . 曲线 的 切线 ， 
曲面 的 切 平面 等 通常 都 是 通过 微分 来 定义 的 . 在 凸 分 析 中 ， 
则 利用 凸 集 的 分 离 来 定义 广义 相 切 . 凸 集 的 广义 相 切 通过 所 
请 “ 承 托 超 平面 ” 来 描述 ( 见 图 1.6.1), 这 一 概念 在 今后 将 用 
以 讨论 是 肾 数 的 次 微分 ， 承 托 超 平面 又 称 支 撑 超 平面 . 

”平面 上 通过 凸 集 的 每 一 边界 点 都 可 以 作 一 条 直线 (“ 承 
托 ” 直 线 ), 使 得 该 凸 集 位 于 此 “ 承 托 ”直线 的 一 侧 . 其 实 这 
一 事实 对 于 到 ” 中 的 一 般 凸 集 也 是 对 的 ,并且 它 可 以 作为 凸 
集 的 另 一 种 刻 划 方式 . 

一 般 地 , 对 于 到" 中 的 集合 M 和 超 平 面 H(f,a), H(f,a) 
称 为 M 的 承 托 超 平 面 ， 是 指 M 位 于 五 (f,a) 的 同一 侧 ， 
并 且 M 与 豆 ( 记 ai) 至 少 有 一 个 交点 ; 换 句 话说 ， (x, 了 f) < 
ca YX € MM, 并 且 至 少 有 一 个 点 zo € JM 使 得 4zo, 卢 = 和. 
这 时 五 (Jf, Qa) 叫做 M 的 通过 点 zo E M 的 承 托 超 平面 ， 相 
应 的 了 叫做 承 托 线性 沁 函 ; 了 作为 JR” 的 向 量 是 该 承 托 超 
平面 HO, ac) 的 法 向 量 ， 在 M 是 凸 集 的 情形 下 ， 通 常 也 叫 
做 MM 在 xo 处 的 法 向 量 . 

注意 ， 如 果 dim 人 < n, 则 我 们 总 能 把 a 和 Ad 扩张 成 一 
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个 包含 整个 MM 的 超 平 面 ， 它 当然 是 在 上 述 意 义 下 的 承 托 超 
平面 . 但 这 样 的 承 托 超 平 面 显然 意义 不 大 ， 因 此 ， 今 后 如 无 
特别 说 明 ， 当 谈 到 承 托 超 平面 时 ， 总 是 指 MM 的 非 不 足 道 的 
承 托 超 平 面 ， 即 MM 不 整个 地 包含 在 此 超 平面 内 . 


/,O, 


图 1.6.1 辣 集 的 承 托 超 平面 

我 们 回忆 一 下 ， 所 谓 集合 MM 的 相对 边界 bdr M， 是 指 
合 cL1M\riM. 

定理 1.6.1 设 必 是 RE” 中 的 是 子 集 NN 是 MM 的 非 


. 空 凸 子 集 (例如 由 单 点 组 成 的 集合 ). 那么 为 了 存在 一 个 M 


的 包含 NN 的 承 托 超 平 面 ， 必 须 且 只 须 N N (ri Mf) = 人 
证 明 注意 超 平面 五 (f,a) 是 M 的 包含 N 的 承 托 超 
平面 等 价 于 瑟 (f,a) 把 M 与 入 真 分 离 . 但 依 : 史 定 理 1.5.5 


的 注 ， 后 者 的 充分 必要 条 件 是 N N (ri M) = 外 I 
推论 1.6.2 ”通过 闭 凸 集 M C IR" 的 每 一 个 相对 边界 
点 都 可 以 作 一 个 M 的 承 托 超 平面 . I 


定理 1.6.3 设 M 为 R” 的 闭 子 集 并 是 riM 大 和. 
如 果 通 过 M 的 每 一 个 相对 边界 点 都 可 以 作 1 的 一 个 承 托 
超 平 面 ， 则 2 是 丁 集 . 
证 明 情况 n==1 的 证 明 是 很 容易 的 ， 留 作 练习 . 现 证 
明 n 之 2 的 情况 .如 果 MM = 有 JR", 则 MM 显然 是 上 廿 的 ， 于 是 
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假定 M [RR". 

(1) afM = JR". 这 时 int M 夭 人 及 任 取 一 点 TM 
和 一 点 Veint M ( 见 图 1.6.2). 于 是 存在 M 的 一 边界 点 5 
使 得 b € ri[z,y| (这 里 lz,y] 为 连接 和 2% 的 闭 线段 ). 通 
过 点 5 的 M 的 承 托 超 平面 不 包含 点 z, 因为 否则 的 话 ， 它 
要 包含 连接 x 和 y 的 整个 直线 ， 从 而 包含 内 点 y, 但 这 是 不 
可 能 的 . 这 样 我 们 证 明了 M 等 于 一 切 包含 M 的 闭 半 空间 
之 交 ， 从 而 是 凸 集 . 


图 1.6.2 


(2) afM < n， 如 果 z 4 afM, 则 依据 定理 1.5.4 
存在 一 个 包含 af M 的 超 平 面 ， 使 得 x 4 互 ; 而 如 果 ZE 
aff MN\M, 则 由 假设 ri M 关外 , 利用 与 (1) 相 类 似 的 方法 可 
以 证 明 存 在 一 个 超 平面 H 使 得 M 与 x 位 于 顾 的 不 同 侧 . 
这 样 我 们 同样 得 出 结论 : M 等 于 一 切 包 含 M 的 闭 半空 间 
之 交 . | 

推论 1.6.4 设 1M 为 RR” 的 闭 子 集 ，riM 关 6 那 
么 M 是 凸 集 的 充分 必要 条 件 是 : 通过 其 每 一 个 相对 边界 点 
都 可 以 作 一 个 承 托 超 平面 . 

”下 面 我 们 介绍 承 托 超 平面 概念 的 一 个 重要 应 用 . 
给 定 一 个 凸 集 MC 及 ", 能 否 把 M 表示 成 其 某 个 子 
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集 MI 的 凸 包 ? 如 果 M 由 多 于 一 个 点 组 成 ， 则 答案 是 肯定 
的 . 例如 我 们 可 以 取 M' = M\{z), 其 中 z EniM. 如果 
M 还 是 一 个 紧 集 ， 则 我 们 可 以 取 M' = bd M. 于 是 我 们 
要 问 : 一 个 紧 凸 集 的 边界 是 不 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 的 子 集 
呢 ? 观察 一 下 三 角形 、 和 矩 形 等 图 形 就 不 难得 出 否定 的 结论 . 
容易 验证 , 它们 的 顶点 集合 才 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 集合 
分 析 一 下 这 些 顶 点 , 我 们 发 现 它们 的 共同 的 特征 是 它们 不 可 
能 是 该 集合 上 任何 一 根 线段 的 内 点 . 于 是 对 于 一 般 的 凸 集 ， 
我 们 给 出 如 下 的 定义 : 


全 


(a) 三 角形 (b) 闭 球 


AAA 


(d) 半空 间 


; 届 


图 1.6.3 ”上 丁 集 的 极点 


设 M C JR" 是 一 个 凸 集 . 我 们 称 点 ZeEAM 是 M 的 一 
个 极点 ， 是 指 z 不 能 表示 成 M 中 任何 线段 的 中 间 点 ， 即 不 
存在 四 zxzEAM 和 HAEI(O 1) 使 得 z == (1 一 py 十 pz. Ad 的 
所 有 极点 的 全 体 记 作 E(M). 

容易 看 出 ， 三 角形 的 极点 集 由 其 三 个 顶点 组 成 ; 闭 球 的 
极点 集 是 其 边界 ; 开 球 的 极点 集 是 空 集 ; 而 闭 半空 间 的 极点 
集 也 是 空 集 ( 见 图 1.6.3) 


显然 ， 为 了 廿 集 M 中 的 点 z 是 其 极点 ， 必须 且 只 须 
MM\{z} 是 四 集 . 由 此 可 见 , 为 了 M 的 西子 集 M' 具有 人 性质: 
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conv M' ==.M, AM 必须 包含 M 的 极点 集 EE(M). 从 上 面 的 
例子 可 以 看 出 , 为 了 使 得 子 集 M'C M 满足 conv M = M,， 
一 般 说 来 ，MM' 要 比 E(M) 大 . 但 是 当 MY 是 紧 凸 集 时 ，M 
可 以 取 成 五 (M)( 定 理 1.6.5). 这 就 是 说 ， 每 个 紧 凸 集 MM 至 
少 有 一 个 极点 并 且 其 极点 集 (MM) 是 使 之 凸 包 等 于 M 的 
ay 中 最 小 的 子 集 . 

定理 1.6.5 设 M 为 JR" 的 紧 西 集 ,那么 conv E(M) = 
MM ,并 且 每 一 点 x € MM 可 以 表示 为 五 (AM ) 中 至 多 n 十 1 个 
点 的 凸 组 合 . 

证 明 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 n = 1 时 ， 紧 凸 集 
M 是 闭 区 间 [a,9], 其 极点 集 EE(M) = {a,b}， 从 而 定理 的 
结论 显然 成 立 ， 现 在 设 nn < 上 时 定理 成 立 , 今 证 n= 二 上 时 
定理 也 成 立 . 设 dim AM = pzE AM. 如果 7 € bd M\riM,， 
则 依据 推论 1.6.2, 通过 点 x 可 以 作 M 的 一 个 承 托 超 平面 
于. 由 归纳 假设 ，Z 是 Mn 五 的 至 多 Pp 个 极点 的 凸 组 合 . 
但 MN 的 极点 也 是 M 的 极点 (见习 题 1.6.3), 因此 ， z 
是 M 的 至 多 p 个 极点 的 凸 组 合 . 

再 考虑 x € ri MM 的 情况 . 我们 先 假定 BE(M) 头 1 从 取 
一 点 Yy € (MM), 并 把 线段 z, 引 (在 af M 中 ) 向 左 方向 
延伸 至 M 的 相对 边界 点 z， 这 样 ， 存 在 J. E (0,1) 使 得 
rz = (1 一 J)y 二 Az。 另 一 方面 ， 由 上 述 已 经 证 明了 的 部 分 
的 结论 ， z 可 以 表示 成 BB(M) 中 至 多 Pp 个 点 的 凸 组 合 ， 即 
z 二 HiV1 十 … 十 Hp 其 中 yi € B(M), 1 < i<p. 由 此 
可 见 ， Zz 可 以 表示 成 BE(M) 中 至 多 p 十 工 个 点 的 西 组 合 ， 
这 里 p < 大 

一 下 证 明 EB(M) 关外. 我 们 还 是 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
n 二 1 时 显然 有 (MM) 着 现在 设 当 n <p 时 BE(M)#(. 
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今 证 n 二 p 时 此 结论 仍 成 立 . 设 瑞 是 M 的 一 个 承 托 超 平 
面 ， 它 的 存在 性 由 推论 1.6.2 保证 . 于 是 五 M 是 一 个 维 
数 至 多 为 了 一 工 的 紧 凸 集 . 根据 归纳 假设 ，M Nn 且 至 少 有 
一 个 极点 ， 但 此 极点 也 是 M 的 极点 . 证 毕 . , 

定理 1.6.6 设 AM 为 及 "的 紧 凸 集 ， 又 设 了 是 现 " 
上 的 线性 泛 函 .那么 存在 j 的 极点 zo 和 zl, 使 得 


f(x0) = max{f (z) | z € M), 
f(z1) = min{f(z) | z € M)} 


证 明 由 于 ff 的 连续 性 和 MM 的 紧 性 ，f 在 M 上 达到 
其 最 大 值 和 最 小 值 ， 比 方 说 ， 点 Z,yY < MM, 使 得 


f(z') = max{f(z) |z € M}, 
f(y) = min{f(z) |z € M] 


由 于 M 是 紧 凸 集 , 从 定理 1.6.5, 存在 M 的 极点 Z1,…… ,zm 
和 非 负数 入， “" ,Am 


T 二 和 Ti 十 十 和 AmzTm， 生 十 … 十 Mm 二 1. 
如 果 M 的 极点 中 没有 一 个 达到 最 大 值 f(x 人 ), 则 
| f(r) < Fx), k=1,,m. 
由 此 得 出 / 
f(z') = 1( Dee) < Do Mf) < f(r"). 


这 不 可 能 ， 所 以 f 必 在 BE(M) 上 达到 最 大 值 
f 在 互 (M) 上 达到 最 小 值 可 以 用 类 似 的 方法 和 证明， 上 
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习 题 1.6 


1.6.1 就 7% = 二 1 的 情形 证 明定 理 1.6.3. 

1.6.2 试 证 : 为 了 凸 集 2 中 的 点 是 其 极点 ,必须 且 只 须 nM\ {2 
是 凸 集 . 

1.6.3 设 MM 是 民 ” 中 的 闭 西 子 集 ， 互 是 M 的 通过 点 ZE M 
的 承 托 超 平面 试 证 :x E E(HNM) 和 > 7x € E(M). 

1.6.4 找 出 有 慌 ” 中 的 一 个 闭 凸 集 M， 使 得 B(M) 关 但 
conv E(M)AzM. 

了 1.6.5 构造 有 R? 中 的 一 个 有 界 凸 集 MY, 使 得 (JM) 天 0 但 
conv E(M)A# M. 

1.6.6 设 MM 是 凸 集 M C JR" 的 子 集 ， 使 得 conv AM = M. 

试 证 : B(M}) C M'. 

1.6.7 设 M 是 忆 ” 的 一 个 有 界 凸 集 ， 试 证 :conv (bd M) = 
cl M, 并 举例 说 明 这 里 凸 集 的 有 界 性 是 不 可 缺少 的 . 

1.6.8 设 MC 觅 ”是 紧 凸 集 使 得 int M 关 0 应 用 定理 1.6.5 
证 明 : AM 的 边界 不 是 凸 的 . 

1.6.9 设 M 是 丽 ” 中 一 个 至 少 含有 两 个 点 的 闭 真 西 集 . 试 证 : M 
是 凸 锥 的 充分 必要 条 件 是 : 34 的 所 有 承 托 超 平面 至 少 有 一 个 公共 点 ， 

1.6.10 设 人 MC 现 "* 为 闭 凸 集 ，bdAh 关 设 卫 为 民 " 上 的 
线性 泛 函 . 假定 在 M 上 是 上 有 界 的 , 即 sup{ f(z) | rz e M} < co， 
试 证 : 

sup{f (zx) | rE€ M}= sup{f (7) ] rEbdM)}. 


1.7 三 多 面体 


在 1.3 节 中 ， 我们 把 RE” 中 的 有 限 点 集 的 廿 包 称 作 三 
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多 面体 ， 这 里 我 们 有 时 也 简称 作 多 面体 . 这 是 平面 上 多 边 形 
和 三 维 空间 中 多 面体 的 自然 推广 . 这 些 低 维 空间 中 的 多 面体 
早 在 2000 多 年 前 就 被 研究 过 ， 随 着 线性 规划 和 博 奕 论 的 出 
现 ， 在 过 去 几 十 年 中 人 们 对 高 维 空间 中 的 多 面体 作 了 广泛 深 
入 的 研究 ， 本 节 仅 对 多 面体 的 理论 作 一 简单 介绍 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 Griinbaum 的 “Convex Polytopes”. 

首先 我 们 约定 一 些 术语 . 设 已 是 再" 中 任 一 多 面体 P 
的 子 集 让 叫做 了 的 一 个 面 ， 是 指 或 者 五 二 外 或 者 了 = 局， 
或 者 有 了 的 一 个 承 托 超 平 面 互 使 得 = PNH.P 和 9 
称 为 PP 的 非 真 面 ， 而 其 余 面 则 称 为 P 的 真 面 . 如 果 五 的 
维 数 为 上 , 则 FF 称 为 局 的 维 面 . 如 果 多 面体 P 的 维 数 为 
k, 则 书 称 为 k 维 多 面 体 . 

习惯 上 我 们 把 PP 的 零 维 面 叫做 顶点，PP 的 所 有 顶点 构 
成 的 集合 记 作 V(P). P 的 一 维 面 叫做 楼 边 ， 而 mn 一 1 维 面 
叫做 PP 的 刻 面 (facet). 

肛 ” 中 的 有 限 集合 {ZX1,… ,ZXm} 叫做 多 面体 PP 的 极 小 
表现 ， 是 指 它 满足 : 

(1) P= conv {zi1,, Tm)}; 

(2) Zh ¢ cony {z1 ,Tk1) TRH Tm}, 1 <k< 
mm. 

不 难看 出 ， 每 一 个 多 面体 PP 都 有 极 小 表现 ， 并 且 其 极 
小 表现 是 唯一 的 ， 事 实 上 ， PP 作为 多 面体 总 能 表示 为 已 一 
conv {Z1 ZI. 如 果 某 个 zj 是 其 余 zi 的 凸 组 合 ， 则 z; 
可 以 从 这 组 点 中 剔除 ， 而 使 剩 下 的 点 集 的 凸 包 仍 然 是 多 面体 
PP. 这 一 过 程 可 以 继续 下 去 ， 直至 留 下 的 点 组 成 已 的 极 小 表 
现 . 

对 于 多 面体 己 = {7X1,…,ZXmj}, 当 {zx1,…,Zm} 是 P 
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的 极 小 表现 时 ， 人 们 自然 指望 PP 的 顶点 就 是 PP 的 极点 ， 并 
月 正好 是 Z1，…，zZm. 
定理 1.7.1 设 5= {7x1,…,ZXm} 是 多 面体 PP 的 极 小 
表现 ， 那么 下 列 三 个 命题 彼此 等 价 : 
(1) ZE Si 
(2) 和 是 万 的 顶点 ; 
(3) z 是 书 的 极点 . 
证 明 (1) 一 >(2). 假定 x ES, 并 设 M = conv(S\{z)). 
从 S 的 极 小 表现 性 质 知道 z 4 M. 由 于 M 是 紧 凸 集 ， 根 
据 推论 1.5.7, 存在 一 个 超 平面 日 (f,a) 把 {z} 和 M 强 分 
离 . 不 妨 设 z € int H-(f,a),，M Cint H+(f,a), 其 中 
H (fa)= {z € BR" | f(z) < a}, 
H+(f,0) = {2 € Rr" | f(z) > oj 


于 是 f(z) < a. 令 B= f(z)， 超 平面 且 (f,B) 与 
五 ( 户 a) 平行 ， 并且 z EE BH(f,B) ( 见 图 1.7.1). 此 外 ，Zz 是 
多 面体 P 中 位 于 超 平 面 H(f, B66) 上 的 唯一 点 . 事实 上 ， 若 
还 有 点 yeE 五 (fj.6)mP, 则 3? 可 表示 成 

y 二 入 十 (1 一 入 )z， 
其 中 0< 入 < 1 zEA. 于 是 

B= f(y)= A8+(t— AN)f(z) > M+ (1 — a, 

Rh ， 
(1—A) > (1 = Na. 

由 于 < Qa, 这 只 有 当 人 入 = 二 1 时 才 有 可 能 ， 于 是 
H(f,BNP= {2}, 

从 而 zx 是 PP 的 顶点 . 


H(f,6) 


图 1.7.1 | 


(2) 一 >(3) 是 显然 的 . 最 后 证 明 (3) 一 >(1). 设 z 是 忆 的 
极点 , 作为 PP 中 的 点 ，z 可 以 表示 成 21,… ,zm 的 凸 组 合 ， 
Z 一 AIT]1 十 一 十 和 nTXm. 如 果 0 达 和 i 过 1,vi=1,:-:,m, 
则 不 难看 出 ，Zz 也 可 以 表示 成 已 中 某 线段 的 相对 内 点 ， 从 
而 是 的 相对 内 点 ， 这 不 可 能 . 因此 必 存 在 一 个 标号 大 
得 Ak = 二 1, 从 而 2 = Yk. : 

定理 1.7.2 设 PP 为 ”中 的 一 个 多 面体 . 那么 局 的 
每 一 个 真 面 本 身 也 是 一 个 多 面体 ， 并 且 已 只 有 有 穷 多 个 不 
同 的 面 : : 

证 明 设 {Zz1,:… ,Tm} 为 PP 的 极 小 表现 ， 并 假定 请 
为 已 的 一 个 真 面 ， 而 了 H(f, a) 为 PP 的 一 承 托 超 平面 ,使 得 
Ff 二 (Ff,Q) 阁 P. 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 

{Z1… 2 f(xi) > ai 一 天 十 1 
换 名 话说 ， 
zi) = a, i= 1,..,k, 
jz = ate;, j=k+1,.…,m, 
其 中 ej > 0, 7 二 上 十 1,…,m. 现在 设 
z= MXIT + Mmem Cr > 0, 和 1 十 .… 十 和 m= 1) 
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是 PP 的 任意 点 . 那么 
f(z) = 和 Na+ Ne 十 本 


i¢=1 t= 二 1] 
"ny 


一 十 >》, 人 iiEi 


1 一 天 十 工 


于 是 x € H(j, 2) > fo) = a er Nei = 0 但 
t=1 
Xi > 0, ei > 9, 所 以 人 “= Am = 


0. 这 样 一 来 ， 我 们 得 出 结 
NP conv fa... ,Te 


从 而 了 = 五 (ff anmP 是 一 个 多 面体 . 

最 后 集合 {Zz1,… ,Tm} 只 有 有 穷 多 个 子 集 ， 并 且 书 的 
每 一 个 面 对 应 于 这 种 子 集 之 一 ， 因 此 PP 》 只 可 能 有 有 穷 多 个 
不 同 的 面 1 

下 一 个 定理 涉及 多 面体 面 的 性 质 ， z 

定理 1.7.3 设 { 作 ,… , 太 } 是 IR" 中 多 面体 MM 的 
一 组 面 . 那么 所 个 … 阁 Fi 也 是 MM 的 一 个 面 . 

证 明 设 F= FN... Nn Fr. 如 果 玉 = 二 0 则 依据 定 
义 ， 下 总 是 面 ， 于 是 假定 关外 . 设 zo € 下, 注意 每 个 三 
是 鹏 的 真 面 ， 从 而 存在 MM 的 承 托 超 平面 (所 , az) 使 得 
F:; 一 H(fi,oi) AM,;=1,:…,k. 由 于 Z0 E H(fi,ai),? 一 
1 ;大 我 们 有 


fi(zo) 一 Qi, i=1,...,k, 
fi(z) > ao vz€E Mi=1,...,k. 
今 定义 R* 上 的 一 个 新 的 线性 泛 函 了 ， z 


= 户 十 .十 大， 并 且 a =ai 十 … 十 ok. 
现在 我 们 证 明 五 (j/, a) 是 M 的 一 个 承 托 超 平面 ， 并 且 


H(f,aNM=FR 


Re NU 
从 而 fi(z) = 一 Qi. 因此， f(z -人 fi(7) = 32 二 x, 即 


十 1 . 
”7 EH(f,a). 另 一 方面 ， 若 ZE M\F, 则 至 少 有 一 个 指 析 


i 使 得 (7X) > ai 从 而 f(x) = 六 Fo > Do = 二 Q, 即 
2 十 1] 
zr ¢#H(f,a)NM. 因此 下 = Pan 
”最 后 , 由 于 zo ce MNH(f,a), 并且 f(z) > a Yz e M 
可 知 豆 (j,a) 是 M 的 一 个 承 托 超 平面 . I 
”在 1.6 节 中 我 们 看 到 ， 每 一 个 闭 凸 集 都 是 一 族 闭 半空 间 
的 交 . 对 于 多 面体 来 说 ,我 们 将 看 到 ， 只 需 有 穷 多 个 闭 半空 
间 就 够 了 . 
IR" 中 的 多 面 凸 集 是 指 有 穷 多 个 闭 半空 间 之 交 . 
定理 1.7.4 设 书 是 Rm 中 的 一 个 多 面体 ， 则 已 必 
是 有 界 的 多 面 凸 集 . 
征明 设 {zi…,zm} 为 书 的 极 小 表现 . 不 失 一 般 性 ， 
不 妨 假 定 P 是 n 维 多 面 体 . 设 瓦 ,…… ,到 表示 P 的 所 有 
刻 面 . 对 于 每 个 Fi 设 Hi; = 日 (fi,ai) 为 PP 的 相应 的 承 托 
超 平 面 ， 使 得 / 
Fi=HNP, PcH, 
其 中 
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H+ = {xz € R" | f(z) > ai}. 
于 是 PCHIN..…NHH. 今 证 P= 有 .我们 
用 反 证 法 来 证 明 . 设 不 然则 有 x € (Hi Nn.…n H#)\P. 
我 们 用 W 表示 {Zz1,…, zm} 中 不 超过 n 一 1 个 点 组 成 的 
子 集 族 ， 并 令 

M=N{af({z}NS)|S ew)}. 


MM 是 有 穷 多 个 维 数 至 多 为 n 一 1 的 仿 射 集 之 并 .由 于 dim PP = 
n, 故 int P C M 不 成 立 ， 于 是 存在 点 YE (int PM. 这 
样 我 们 有 xX gg Py E int P, 所 以 在 连接 zx 和 Y 的 线段 的 内 
部 有 一 点 z E bd PP ( 见 图 1.7.2). 今 证 z 属于 了 的 某 个 刻 
面 而 不 属于 更 低 维 数 的 面 . 事实 上 ， 奉 z 属于 书 的 某 个 7 
” 维 面 ，0 过 7 < n 一 2, 则 根据 Caratheodory 定理 1.3.6， 
z E conv S, 其 中 5S 是 {7X1,… ,zm} 中 不 超过 一 二 个 点 
所 组 成 的 某 个 子 集 这 表明 z € MM, 所 以 位 于 连接 zz 和 z 
的 直线 上 的 点 YY 也 应 在 AM 中 ， 得 出 矛盾 . 


图 1.7.2 
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这 样 ， 我 们 得 出 结论 : z 属于 PP 的 某 个 刻 面 ， 比 如 说 ， 
z € .于 是 z E Hj;, 并 且 由 于 ye int PC 五 ,z 不 可 能 
在 H+ 中 ,这 与 我 们 一 开始 所 作 的 假设 ze tm mn 
相 矛 盾 ， 因 此 必定 有 


HiN:--:NHi CP 


这 样 我 们 证 明了 P = Hi 站.… NH ， 即 尸 是 一 多 面 凸 集 ， 


当然 它 是 有 界 的 。 l 
上 述 定理 的 道 也 成 立 . 
定理 1.7.5 ”JR" 中 的 每 个 有 界 多 面 凸 集 必定 是 一 个 
多 面体 / 


证 明 设 尸 是 页 ”中 有 界 多 面 凸 集 ， 书 显然 是 紧 集 . 
依据 定理 1.6.5, 我 们 只 需 证 明 P 只 有 有 穷 多 个 极点 .我们 
通过 关于 空间 维 数 n 的 归纳 法 来 证 明 这 个 结论 . 

对 于 n = 1, PP 或 者 是 单 点 集 ， 或 者 是 一 闭 线 段 -. 因此 
P 至 多 有 两 个 极点 . 

现在 假设 JR"-， 中 每 个 有 界 多 面 吓 集 均 只 有 有 穷 多 个 
极点 . 考察 现 ” 中 的 某 个 界 多 面 凸 集 P, 我 们 要 证 明 忆 也 
只 有 有 穷 多 个 极点 设 于 ,… ,Hm 是 R" 中 的 mm 个 超 平 
. 面 , 并 且 相 应 的 闭 半空 间 互 使 得 已 = HI 站 … 几 有 本 . 如 
果 Z 是 忆 的 极点 , 则 zx &E bdP, 从 而 存在 某 个 jl1 <j<m 
使 得 ze Hj;( 因 为 否则 的 话 ， ze int P). 但 是 我 们 知道 已 
在 局 中 的 极点 也 是 PN Hi; 的 极点 (见习 题 1.6.3), 并 且 根 
据 归纳 假设 ， 了 N 及 ; 只 有 有 穷 多 个 极点 . 但 构成 PP 的 超 
平面 的 个 数 是 有 限 的 ， 因 此 P 只 可 能 有 有 穷 个 极点 . 

我 们 将 在 3.5 节 中 进一步 讨论 无 界 多 面 凸 集 的 一 些 基 本 
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性 质 . 


习 题 1.7 


1.7.1 试 证 : Rm 中 每 个 紧 凸 集 AM 的 顶点 都 是 其 极点 ， 并 在 R? 
中 举 出 一 -反例 说 明 当 M 不 是 多 面体 时 逆 命 题 不 再 成 立 . 

1.7.2 设 忆 是 及 ”中 多 面体 ， 而 上 为 及 ”中 的 一 仿 射 集 试 证 
PNnL 是 一 个 多 面体 . 

1.7.3 设 SC JR" 为 紧 凸 集 ， 并 设 下 是 S 的 一 子 集 假定 
Fo CC 所 并且 Fz2 是 驴 的 一 个 面 , 试 证 :了 F2 是 所 的 面 . 

1.7.4 设 已 ,… ,Pn 是 JR" 中 的 多 面体 ， 试 证 下 列 每 一 个 集会 
也 是 一 个 多 面体 : 

(1) conv (P.M-…N P,); 

(2) PN:...NP,; 

(3) Pi + + Pn. 

1.7.5 设 忆 是 民 " 的 一 个 多 面体 ， 入 > 0. 试 证 :和 AP 也 是 一 个 
多 面体 . i z 


1.8 古 集 的 无 界 性 


本 证 中 我 们 讨论 凸 集 的 无 界 性 . 直观 上 ， 到 ”中 的 无 界 
凸 集 衣 在 “无 穷 远 ”处 有 着 比较 简单 的 行为 : 对 于 AM 中 的 
任 一 点 z,， M 必 包 含 从 z 出 发 的 某 条 半 直 线 R(z; 工 十 y) = 
{z+ Ay| 入 二 0}, 这 里 y € R",y 关 0. 注意 ，JR” 中 的 
和 何 量 y 可 以 看 成 是 及 ”中 的 点 ， 当 YY 天 0 时 也 可 以 看 成 是 
“ 方 网 上 面 的 半 直 线 R(X;Z 十 胃 ) 中 的 Y 就 是 一 个 方向 . 
两 条 平行 的 半 直 线 有 相同 的 方向 . 因此 当 两 个 方向 相差 某 个 
正 数 倍 时 ， 我 们 认为 它们 是 同一 个 方向 ， 对 于 任 一 非 空 凸 子 
集团 C RW 以 及 YE 有 R",y 关 0, 我 们 称 y 为 M 的 一 个 回 
收 方向 (direction of recession), 是 指 对 于 任意 x € M, M 
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包含 从 z 出 发 沿 y 方向 的 半 直 线 ， 即 
T+AvyEM, vA>0,vrEM. 


MM 的 所 有 回收 方向 加 上 和 零 向 量 构成 的 集合 叫做 iM 的 回 
收 锥 (cone of recession), 记 作 01+M. 图 1.8.1 中 的 角 ,Y2,Y3 
都 是 回收 方向 . 

从 定义 不 难看 出 ， 有 界 凸 集 的 回收 锥 仅 由 零 向 量 构成 . 

对 于 任意 非 空 凸 子 集 AM C 有 R"”, 我 们 有 


VE0f+AM < 全 AM 二 CA 


事实 上 ,车 y E 0+M, 则 从 0 M 的 定义 知 Z 十 y E M,， 
VrxEM, 从 而 MM 十 y CM. 反之 若 轩 十 y CM, 则 


M+2y=(M+y)+yCM+yCM. 


由 此 用 归纳 法 可 知 对 于 任意 自然 数 m% 和 x € MM 有 YX+my E 
47. 从 而 再 根据 M 的 凸 性 得 知 Z+TAVE M,vzr €E M,vA 入 > 
0, 即 Y 6E 0+ AT. 


图 1.8.1 ”四 集 的 回收 方向 


此 外 ， 0+M 确实 是 一 个 锥 ， 因 为 当 2 € 0+M 时 
Tz 二 Ay EM,Vzx E€ MM,YA>0, 从 而 对 于 任意 4 二 0 也 有 
T+A(uy) EM,vrEeE M,vYA>0, 即 uy E0+M. 由 于 AM 
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是 凸 集 ， 0 M 还 是 一 个 凸 锥 . 事实 上 ， 若 yi,y2 € 0+M， 
Al 和 2 过 0， 出 
Alg1 十 X2ya + M = A 十 Oom + M) C Ay +M CM, 
BH Aivy1 十 Aoy2 E Ot+M. 
下 面 列举 几 个 及 ? 中 的 回收 锥 的 例子 . 
例 1.8.1 设 Mi = {(&1,€2)" | > 0,&1é2 > 1), 则 
0 Mi = {(é1,é€2)" | &1 > 0,€2 > 0}. 
例 1.8.2 设 M2 = {(&1,é€2)7 | 62 > 如}, 则 
0 M2 = {(&,€2)° |&1 =0,é2 > 0}. 


图 1.8.2 “ 凸 集 的 回收 锥 
例 1.8.3 设 Ma ={( 人 cz)71 纪 + 总 <1 则 
0 Ms = {(0,0)"}. 
例 1.8.4 设 Mia 一 {(&1, ee) &1 > 0, &2 > 0}U 
{(0,0)"}, 矶 : : 
07 M4 = 0+ Mi, 
从 而 Ma C Ot My. 


例 1.8.5 设 {0; < 与 | hehR, ie 刀 为 给 定 的 一 
族 和 疝 量 ， 
Mem (7, bi;) > Bi,viEe lI}, 
则 | : 
OM = {zx € R" | (zx,bi) > 0,vie TI). 


定理 1.8.1 设 M 是 JR" 中 的 一 个 非 空 闭 凸 集 ， 那 么 

(1) 07M 是 闲 的 , 并 且 由 一 切 形 如 Xizli, Xzz2,… .的 序 
列 极限 构成 ， 其 中 zk E MX TO (一 coco) 

(2) 对 于 y 关 0, 如 果 存 在 一 个 E M 使 得 半 直 线 
{z+M|A> o) 包含 在 M 中 ， Wy € 0+M; 此 外 ， 当 
rEriM 时 ， {rz 二 + 和 y| 入 > 0} 也 包含 在 riM 内 ， 从 而 
yeE€0t+(riM). 

” ”证明 (1) 设 和 1 0,zk € M, Xprk yy (k — 00). 
不 妨 假 定 0 < 和 A < 1. 任 取 x EE M, 从 M 的 西 性 知 
Z 十 和 Ar( ZK Oo— 7) cE M4, 并 且 Ak (Tk 一 了) —y{k 一 00). 于 
是 从 MM 的 闭 性 得 出 zT 十 y €E M,vr €E M, 即 y € 0t+M. 
反之 设 y € 0+MM, 并 任 取 一 元 ZE M. 对 于 一 切 自 然 数 
k, 令 Tk = T+ ky, Mk = 1/k, 则 zi € M, A 4 0, 并 有 8 
MpTk 一 2 十 一 2 (k— 00). 

(2) 实际 上 , 在 (1) 的 证 明 中 已 包含 了 (2) 的 第 一 部 分 
结论 .至 于 第 二 个 结论 可 从 定理 1.4.1 得 出 . 

推论 1.8.2 (1) 设 MC IR" 为 任 一 非 空 号 集 ， 则 


Ot (ri M) = 0+(cl M). 
实际 上 对 于 任意 给 定 的 z € ri M, 利用 定理 1.4.1 有 
y EO0t(cIM)—> r+MEriM, vA>o. 
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(2) 车 M C JR" 为 含 原点 的 闭 四 集 ， 则 
0+Mf = 人 12EXAVA>0} = NOM TIA> 0 


(3) 设 1M;|i e 7} 为 R” 的 任意 一 族 闭 凸 集 ， 假定 
其 交 非 空 ， 那 么 
Ot+(N {Mi|ieI) =N{0+M,|iel). 


(4) 设 A : "一 及 ™ 为 线性 变换 ， M C 有 JR"m 为 一 
闭 凸 集 使 得 4A-1M 关 0. 那么 01(A4-1M) = 4-1(0+M). 
证 明 留 作 练习 . z | 
定理 1.8.3 设 M C JR" 为 一 非 空 闭 凸 集 ， 则 AM 为 
有 界 集 ， 当 且 仅 当 MM 的 回收 锥 0+ MM 仅 由 零 向 量 构 成 
证 明 当 AM 有 界 时 , 显然 有 01 7M = {0}. 若 M 是 无 界 
集 ， 则 它 含有 一 列 向 量 zi, x2,……, 其 范 数 zx 一 oo (k 一 
co). 若 令 和 4 = 1/]lzxil, 则 和 zk 是 单位 向 量 ， 从 而 根据 数 
学 分 析 中 关于 有 界 集 的 Weierstrass 定理 ， {Mrzx |k > 1} 
售 一 个 子 列 收敛 于 有 R” 中 某 个 单位 向 量 y， 于 是 依据 定理 
1.8.1, y E Ot M. 
推论 1.8.4 设 M C JR" 为 一 非 空 闭 凸 集 ， 并 设 焉 C 
JR"” 是 一 仿 射 集 ， 使 得 M nF 为 非 空 有 界 . 那么 对 于 每 个 
与 M 平行 的 仿 射 集 五 , 五 nM 也 是 有 界 的 . 
证 明 从 两 个 仿 射 集 平行 的 定义 可 知 0t+ 下 = 0+ 厂 . 假 
定 互 站 JM 关 那 么 
Ot(FNM)= (0tm)No+M 
Ot) NOtM =0+(FNM). 
于 是 从 MM Nn Ff 的 有 界 性 可 得 01+( 记 个 M) = {0}, 因此 
四 阁 MM 有 界 . : I 
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对 于 非 空 凸 集 M_c 2R", 我 们 把 集合 (-0+M) mo+M 
称 作 M 的 直线 状 空 间 (lineality space). 不 难看 出 ， 


(OotM)NoOtM= {ye R*|M+y= M}. 


M 的 直线 状 空间 是 一 个 包含 在 凸 锥 0+ M 中 的 最 大 的 子 空 
间 ， 其 维 数 叫 做 M 的 直线 状 度 (lineality). 


图 1.8.3 ” 吓 集 的 直线 状 空间 


例如 ， 考 虑 平面 上 的 条 形 区 域 
M = {(é£,n)" € RR’ ||étl < 1}, 
则 M 的 直线 状 空间 是 9 轴 ， 故 其 直线 状 度 等 于 1 ( 见 图 


1.8.3). 一 般 说 来 ， 对 于 非 空 串 集 M C IR", M 可 以 表示 成 
如 下 直接 和 的 形式 : 


M=L+(MNIL-.), 
其 中 工 是 M 的 直线 状 空间 ， ZL 是 工 的 正 交 补 ， 上 式 中 
MNL+ 的 维 数 (=M 的 维 数 一 M 的 直线 状 度 ) 叫做 M 的 
秩 ， 这 是 M 的 非 直 线 状 的 一 种 度量 . 
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习 题 1.8 


1.8.1 严格 证 明 例 1.8.1-1.8.5 中 的 回收 锥 . 

1.8.2 完成 推论 1.8.2 的 证 明 . 

1.8.3 设 工 为 下 ”的 一 子 空间 , 试 证 :01+ 上 二 上 . 

1.8.4 设 4 : JR” -、 民 "m 为 一 线性 变换 ，Y € 岂 ",e > 0. 令 
De = {x € JR" | lly — Azll < ce}. 试 证 : 


0+D。e = N(A)= {zr € R" | Az = 0}. 


1.9 一 般 凸 集 的 面 ” 


在 1.7 节 中 我 们 研究 了 凸 多 面体 ， 在 那里 把 多 面 凸 集 定 
义 成 有 穷 多 个 财 半空 间 之 交 , 并 指出 凸 多 面体 就 是 有 界 的 多 
面 凸 集 . 本 节 我 们 给 出 一 般 凸 集 的 面 的 定义 和 基本 性 质 ， 这 
些 结果 将 在 3.5 节 中 用 来 讨论 无 界 多 面 凸 集 . 

在 1.7 节 中 我 们 通过 承 托 超 平面 定义 了 多 面体 的 面 . 考 
察 RK 中 某 个 闭 圆 环 的 凸 包 M. 如 果 我 们 也 把 M 的 面 定义 
成 其 承 托 超 平面 与 M 之 交 , 则 M 的 上 、 下 圆 盘 的 圆周 上 的 
点 就 不 是 M 的 “ 面 ” 了 ( 见 图 1.9.1). 因此 ， 对 于 R" 中 一 
般 的 凸 集 M , 我 们 称 M 的 一 个 凸 子 集 下 是 M 的 一 个 面 ， 
是 指 它 满足 : 对 于 M 中 任意 闭 线 段 R, 如 果 FNrniR 关 9%, 
则 必 有 RC FF， 由 该 定义 可 见 ， MM 的 零 维 面 恰好 是 其 极 
点 . 设 互 是 西 集 M C JR" 的 闭 包 的 一 个 ( 非 不 足 道 的 ) 承 
托 超 平面 ， 我 们 把 五 站 M 叫做 M 的 一 个 暴露 面 . 特别 零 
维 暴露 面 叫做 暴露 点 . 这 样 ， 1.7 节 中 定义 的 多 面体 的 面 和 
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顶点 即 是 这 里 的 桶 露面 和 暴露 点 . 


图 1.9.1 


对 于 凸 锥 而 言 ， 零 维 面 即 极点 的 概念 并 没有 多 大 的 用 
处 ， 因 为 其 唯一 的 极点 是 零点 ， 实 际 .上 ， 凸 锥 的 极 射 线 概念 
更 有 意义 .上 廿 锥 到 的 极 射线 是 指 它 既 是 KK 的 一 个 面 ， 又 
是 从 零点 出 发 的 一 条 半 直 线 ， 一 般 地 ， 如 果 五 是 垩 ”中 串 
集 MM 的 一 个 半 直 线 面 ( 即 极 射 线 ), 则 我 们 把 有 R 的 方向 叫做 
MM 的 极 方向 (MM 在 无 穷 远 处 的 “极点 ")， 于 是 一 个 凸 锥 的 
极 射线 与 该 锥 的 极 方向 一 一 对 应 . 

从 凸 集 面 的 定义 可 以 看 出 , 若 了 是 凸 集团 C 了 R? 的 一 
个 面 , 而 9 是 五 的 一 个 面 ， 则 9 也 是 M 的 一 个 面 . 特别 
地 ， 凸 集 凡 的 一 个 面 的 极点 或 极 方向 也 是 .MM 本 身 的 极点 
或 极 方 呵 . 

定理 1.9.1 设 MC Rn 为 - 非 空 凸 集 ， 玉 是 好 的 
一 个 面 如 果 D 是 M 的 一 个 凸 了 于 集 使 得 天 站 ri 已 天 由 那 

么 万 < 五 . 

证 明 设 2E€EJFNriD. 如 果 Z 是 已 中 任意 点 且 了 和 2， 

则 存在 一 点 y € D, 使 得 z 位 于 连接 z 和 32 的 线段 的 相对 内 
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部 . 由 于 五 是 M 的 一 个 面 , 故 必 有 zy EF, 从 而 DCF. 
| 
推论 1.9.2 设 MC 到 "为 一 非 空 凸 集 ， 那 么 ， 
(1) 对 于 M 的 非 空 面 Ff, 有 已 = Mn 员 nclF. 特别 当 
M 是 闭 凸 集 时 ， 下 是 闭 的 ， 
(2) 如 果 及 和 E 是 MM 的 两 个 面 , 满足 ri 了 NriFy 关 
1 则 于 = Fy; 
(3) 如 果 瑟 是 M 的 一 个 真 面 ， 则 下 完全 包含 在 M 
的 相对 边界 内 ， 即 FC bdr M, 从 而 dim FF < dimM. 
证 明 (1) 在 定理 1.9.1 中 取 呈 = MnNnalFr. 
(2) 从 及 NrniFz 关 $$ 推出 且 CC 态 , 类 似 地 从 严 门 
ri 天 人 可 推出 i CC Fo. 
(3) 若 FNriM 关 了 则 必 MMCF 了 ,但 下 是 jM 的 真 
凸 子 集 ， 这 不 可 能 . 
设 下 (MM) 表示 JR"” 中 给 定 凸 子 集 M 的 所 有 面 组 成 的 
集 族 . 于 是 下 (7M) 按 集合 包含 关系 C 构成 一 个 半 序 集 . 
了 (MM) 有 最 大 元 ( 即 M) 和 最 小 元 ( 即 办. 此 外 下 (MM) 的 
任意 一 组 面 之 交 仍 然 是 M 的 面 . 因此 天 (M) 的 任意 一 组 面 
有 最 大 下 界 ( 按 包 含 半 序 关 系 ), 同样 也 有 最 小 上 界 . 此 外 
任意 一 列 严格 递减 的 面 只 能 有 有 穷 多 个 ， 这 是 因为 根据 推论 
1.9.2, 这 一 列 面 的 维 数 是 严格 递减 的 . 
: 定理 1.9.3 设 M 是 JR" 中 非 空 凸 集 ， 并 设 是 9(M) 
为 M 的 所 有 非 空 面 的 相对 内 部 构成 的 集 族 . 那么 S(M) 是 
M 的 一 个 划分 ， 即 9(M) 中 的 集合 互 不 相交 ， 并 且 其 并 等 
于 M. 此 外 ， M 的 每 一 个 相对 开 凸 于 集 必 包含 在 M 的 某 
个 面 的 相对 内 部 中 ; 9G(M) 中 的 每 个 集合 G 是 M 的 极 大 
相对 开 凸 集 ， 即 不 存在 M 的 相对 开 凸 集 O 使 得 O 真 包含 
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证 明 依据 推论 1.9.2, 好 的 不 同人 面 的 相对 内 部 互 不 相 
交 . 任意 取 M 的 一 个 非 空 开 凸 子 集 D (例如 ，D 可 以 是 单 
点 集 ), 设 下 是 M 的 包含 DD 的 最 小 的 面 ( 即 M 的 所 有 包 
含 DD 的 面 之 交 ). 如 果 D 包含 在 下 的 相对 边界 bdr FF 中， 
则 存在 了 F 的 一 个 承 托 超 平面 豆 使 得 玉 包含 D 但 不 包含 
整个 于 . 于 是 D 应 该 位 于 了 的 暴露 面 有 == 了 NH 中 ,这 
就 是 说 ， MM 是 一 个 比 下 小 的 真 面 ,并且 显然 记 DD, 从 
而 与 是 M 的 包含 D 的 最 小 面 的 假设 牙 盾 . 因此 ，DD 不 
可 能 完全 包含 在 bdr 了 中 ,从 而 DNriF 关 9. 于 是 注意 到 

riDNriF =riDNri(clF)=ri(DNcIF)= riD, 
可 知 D = riD CriF. 这 就 是 说 ，D 包含 在 9(JM) 的 某 个 
成 员 中 . 注意 9(M) 的 不 同 集合 必 不 相交 ， 因 此 9(M) 中 
的 集合 必定 是 MM 的 极 大 开 凸 子 集 ， 并 且 其 并 等 于 M. i 

设 So 是 JR" 中 的 点 集 ， 而 S1 是 JR" 中 的 一 些 方向 组 ， 
成 的 集合 ， 我 们 定义 集合 5 = So U 51 的 上 西 包 conv 5 为 满 
足 如 下 条 件 的 最 小 的 凸 集 M: M 2 So 并 且 S1 C OT*M. 

显然 这 样 的 最 小 凸 集 M 是 存在 的 . 事实 上 ， 
M = conv So 十 cone 91 ， 
其 中 conv So 是 点 集 So 在 通常 意 下 的 凸 包 ， 而 cone 51 则 
是 由 Si 作为 点 集 所 生成 的 凸 锥 . 因此 向 量 > € convS 当 
且 仅 当 
2 二 A171 十 … :十 AkTEk 十 W189i 十-… 十 Lmym， 
其 中 Xi € So,y; ES1, Ai>>0,14;>0, 1<i<k,1<; 
< m, 和 1 十 … 十 入 = 三 1， 我 们 把 这 样 的 向 量 z 叫做 5 
中 十 m 个 点 和 方向 的 凸 组 合 . 这 样 的 凸 组 合 恰 好 对 应 于 
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再 "+1 中 的 位 于 超 平面 H = {(z,1) e 丽 "+ | z € JR"} 的 
非 负 线性 组 合 


k mm 
>》 》Ak(zi1) 十 》 ni(y; 0). 
i 一 1 j=1 
于 是 conv 5S 也 可 以 定义 成 R"t! 中 超 平 面 了 与 由 S' 生成 
的 凸 锥 之 交 , 其 中 59 = {(7,1)|z€ So}U{(y,0) |y € 51}. 
如 果 MM = conv 5, 则 MM 的 面 与 9 的 某 些 子 集 之 间 有 
着 一 一 对 应 的 关系 . 我 们 有 如 下 定理 : 
定理 1.9.4 设 和 Mconv5S, 其 中 人 5 是 由 RE” 中 的 点 
集 So 和 方向 集 91 组 成 的 集合 ， 并 设 了 是 MM 的 一 个 非 空 
面 ， 那么 下 = conv9 ,93' 为 由 9 中 属于 FF 的 点 以 及 5 中 
属于 CO” 下 的 回收 方向 所 组 成 的 集合 ， 即 9 = S06 U 51, 其 
中 90 = 下 站 So 而 9 = (OtF)NASI. 
证 明 根据 定义 ， 我 们 有 ff 2 conv 59 . 另 一 方面 ， 设 
2 E FF, 我们 证 明 z € conv S'. 事实 上 ,由 于 E cony 9, 存 . 
在 点 ZX1,… ,Zk E So 和 和 方向 Y1,"… ,Ym E S1, 使 得 
z = N01 + + NTk + HIV + + omym, 
其 中 AH >0,v1i1<i<k,l<j<m,A 二 二 + 入 =1. 
现在 设 S” 由 点 X1,…, Xk 和 方向 妇 ,*…, Ym 组 成 ， 并 记 
万 = conv S”. 于 是 , 由 于 上 述 表 达 式 中 诸 系 数 全 是 正 的 , 故 
依据 定理 1.4.11, z € riD. 由 此 可 见 riD 与 FF 相交 . 根据 
定理 1.8.1, D C 下, 从 而 zl ,zk € ,并且 当 m > 之 1 时 
1 包含 以 妖 ,… ,ym 为 方向 的 一 些 半 直 线 . 从 而 ,Ym 
是 clF 的 回收 方向 ， 同 时 也 是 M 的 回收 方向 . 但 由 推论 
1.9.2 知 直 = 人 nc 因此 人 久 2m 实际 上 也 是 到 的 
回收 方向 ， 这 样 ， 我 们 证 明了 5S”C 9 ,并 且 zEconv9 .和 
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推论 1.9.5 设 S 是 及 ”中 一 些 点 和 方向 组 成 的 集合 ， 
记 M = conv 9. 那么 M 的 每 个 极点 都 是 S 中 的 点 ， 如 果 
MM 中 没有 一 条 半 直 线 含有 5 的 无 界 点 集 (特别 当 5S 中 所 有 
点 有 界 时 就 是 这 种 情形 ), 则 M 的 每 个 极 方向 必 是 S 中 的 
方向 . 

证 明 让 定理 19.4 中 取 天 为 由 单 点 或 六 直线 构成 的 
MM 的 一 个 面 . 

入 MC 了 的 二 失 次 度 不 各 于 堆 时 ， 显 欠 
MM 没有 极点 或 极 方向 .然而 在 这 种 情况 下 ， M 可 以 分 解 
成 M = Mo 十 工 , 其 中 工 为 M 的 直线 状 子 空间 ,而 Mo = 
AM Nn Lt 为 直线 状 度 等 于 零 的 凸 子 集 MM 的 面 下 显然 与 
MMo 的 面 而 之 间 有 一 一 对 应 : 下 = Fo++L,Fo= FNL-. 
因此 在 研究 凸 集 的 面 的 时 候 ， 只 要 研究 具有 直线 状 度 为 零 的 
凸 集 的 面 就 清楚 了 . 

在 1.6 节 中 我 们 已 指出 任意 有 界 闭 凸 集 是 其 极点 集 的 凸 ， 
包 ， 从 而 更 是 其 相对 边界 的 凸 包 . 但 是 对 于 仿 射 集 或 闭 半 仿 
“ 射 集 (可 类 似 于 闭 半空 间 定 义 ), 这 个 结 § 论 显然 是 不 成 立 的 

但 是 我 们 有 

定理 1.9.6 设 M 是 民 ” 中 的 一 个 闭 凸 集 . 如 果 AM 
既 不 是 一 仿 射 集 也 不 是 一 闭 半 仿 射 集 ， 那 么 M 的 每 一 相对 
内 点 必 包 含 在 连接 .M 的 两 个 相对 边界 点 的 某 直 线段 上 . 

证 明 设 D= bdrM. 由 于 M 不 是 仿 射 集 ， 万 必 非 
空 。 DD 不 可 能 是 凸 集 ， 因 为 否则 的 话 ， 根 据 定 理 1.5.4, 存 
在 一 - 超 平 面 且 把 D 和 riiMM 真 分 离 , 并 且 DCH. 设 HI 
是 包含 riM 但 与 DD 不 相交 的 相应 的 开 半 空间 . 由 于 M 不 
是 闭 半 仿 射 集 ， 必 存在 点 ZX E H+ 个 af MAM 使 得 7 ¢ riM. 
连接 > 和 riM 中 任意 点 的 线段 与 M 之 交 必 是 一 端 在 万 中 
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的 一 线段 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 H+ 与 D 不 相交 . 因此 
D 不 是 凸 集 ， 并 且 必 存在 D 中 两 个 不 同 点 x 和 y, 使 其 连 
线 含 有 Ti M 中 的 点 . 设 斑 是 通过 Z 和 ?的 直线 ， 则 丸 与 
4 的 交 必 定 是 连接 x 和 2 的 线段 ， 因 为 否则 的 话 ， 根 据 定 
理 1.4.1, x 或 y 必定 属于 riM 了 . 根据 推论 1.8.4, 任何 平 
行 于 灵 的 直线 与 M 的 交 也 是 闭 有 界 的 . 这 样 一 来 , 给 定 任 
意 点 Y ETA, 通过 3 并 平行 于 RR 的 直线 与 M 之 交 是 一 
线段 ， 其 两 个 端点 在 D 中 . 

下 一 个 定理 是 定理 1.6.5 的 推广 . 

定理 1.9.7 设 MM 是 R"” 中 不 含 任 何 直 线 的 闭 西 集 , 并 
设 S 是 其 所 有 极点 和 极 方 向 组 成 的 集合 . 那么 M = conv 9. 

证 明 如 果 dim AM < 1, 则 显然 定理 成 立 , 因为 这 时 M 
或 者 是 少 或 者 是 一 单 点 集 , 或 者 是 一 闭 线段 , 或 者 是 一 闭 半 
直线 . 我 们 用 归纳 法 来 证 明 . 设 定理 对 于 维 数 < m (m > 1) 
的 团 蔬 集成 立 . 假定 dim M = m. 注意 S 中 的 点 属于 M ,而 
S 中 的 极 方 向 是 M 的 回收 方向 ， 因 此 显然 有 M 2 conv 5. 
由 于 人 M 不 含 直 线 并 且 本 身 又 不 是 半 直 线 , 故 依据 定理 1.9.6， 
MM 是 其 相对 边界 bdr MM 的 西 包 . 因此 为 证 M C conv 9， 
只 需 证 明 bdr AM C convS， 但 根据 定理 1.9.3, 对 于 任意 
TE€ bdr M, 必 有 2M 的 某 个 真 面 F 使 得 x € rif. 根据 推 
论 1.9.2, 五 是 闭 的 ， 并 且 dim F< dim M. 又 根据 归纳 假 
设 , 定理 对 于 闭 吓 集 下 成 立 , 从 而 ZE conv SF, 其 中 SF 是 
F 的 所 有 极点 和 极 方向 组 成 的 集合 . 但 我 们 知道 DF ( CDS, 


所 以 x & conv 9. 8 
推论 1.9.8 到” 不禁 任 何 直线 的 让 空间 四 集 至 少 
有 一 个 极点 . 


证 明 ”如果 定理 1.9.7 中 的 集合 5 仪 有 廊 辣 组 成 ， 则 
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”M = convS 是 一 个 含 原点 的 凸 锥 ， 从 而 原点 又 是 M 的 极 
点 了 . : 和 
定理 1.9.9 (Strasjewicz 定 理 ) 设 M 是 及 ”中 的 闭 
凸 集 ， 那 么 M 的 暴露 点 集 是 其 极点 集 的 一 个 笛子 集 . 
证 明 首先 注意 对 于 任意 a > 0, x € B(0,a) 是 MM 
的 极点 或 暴露 点 ， 等 同 于 x 是 MN B(0,Q) 的 极点 或 暴露 
点 . 因此 , 只 需 在 M 为 有 界 且 非 空 的 情形 下 来 证 明定 理 就 够 
了 . 设 5 为 VM 的 暴露 点 集 , 于 是 , 当然 9 包含 在 MM 的 极点 - 
集 EE(M) 中 , 并 且 cl5S C MM. 我 们 要 证 明 M 的 每 个 极点 属 
于 cl5, 即 忆 (M) Cc ds. 如 不 然则 存在 ze EB(M)\cl5， 
于 是 z ¢ Mo 会 conv (cl15). 但 Mo 是 闭 的 ， 故 存在 一 闭 半 
空间 G 包含 Mo 但 不 含 x. 下 面 我 们 来 构造 出 好 的 一 个 不 
在 G 中 的 暴露 点 ， 从 而 导致 予 盾 . 
设 5 表示 G 的 “外 ”法 向 单位 向 量 ,， 并 设 < > 0 是 使 得 
”Zz 一 eb € G 的 最 小 正 数 ， 对 于 某 个 入 > es, 记 2 三 了 一 和 0. 
显然 召 (y, 入 ) 的 边界 包含 z+. 然而 G 中 不 属于 B(y, 人 入 ) 的 
点 到 zx 的 距离 至 少 是 (2 和 Xe)1/2. 令 r 一 sup{llz 一 zf| ze 
M mn G]}, 并 选择 和 充分 大 使 得 还 满足 (2Xe)12 > 7. 于 是 
若 记 D={zE Mj||lz 一 sf 写 , 则 xzE€D, 并 且 MNG 
与 D 不 相交 . 由 于 M 是 有 界 闭 凸 集 ， 故 存在 PEAL 使 得 
ly 一 中 = sup 划 lz 一 名 | ze M}. 显然 p 4 G. 这 样 ， 若 记 
4 = ly 一 2 则 闭 球 B(y, x) 在 其 边界 点 p 处 的 (唯一 的 ) 承 
托 超 平 面 与 万 (yw) 之 交 只 含 点 D. 由 于 PE M C B(y,n)， 
可 见 p 是 MM 的 暴露 点 . | I 
定理 1.9.10 设 M 是 JR" 的 不 含 任何 直线 的 闭 西 
集 ， 并 设 9 是 M 的 所 有 暴露 点 和 暴露 方向 的 集合 ， 那 么 
M = cl(conv S). 
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证 明 ”为 简单 起 见 ， 不 妨 假定 dim M = m, 并 且 n>2 
( 当 n < 2 时 定理 显然 成 立 )， 依 据 定理 1.9.7, 有 M 2 
cl (conv 9). 又 根据 定理 1.9.7，ci (conv 5) 是 包含 AM 的 所 
有 极点 的 闭 凸 集 ， 因 此 根据 推论 1.9.8, cl (cony 9) 非 空 . 假 
定 cl (conv S$S) 关 M, 由 此 我 们 将 导出 牙 盾 . 事实 上 , 根据 凸 
集 分 离 定理 , 存在 一 个 超 平面 及 与 M 相交 但 与 cl (conv S) 
不 相交 .于 是 从 推论 1.9.8 可 知 凸 集 MN 有 H 至 少 存在 一 极 
点 ， 因 此 也 至 少 有 一 暴露 点 Z (定理 1.9.9). 根据 暴露 点 的 
定义 ， 在 五 中 存在 一 (n 一 2) 维 仿 射 集 G 使 之 与 MNH 
仅 在 x 处 相交 . 特别 是 G 不 会 与 1M 的 内 部 int M 相交 ， 
从 而 根据 定理 1.5.4, 可 以 把 G 扩张 成 一 个 超 平面 H' 使 之 
仍 与 int M 不 相交 ,， H’' 是 M 的 一 个 承 托 超 平面 ， 并 且 
af 二 MNH' 是 MM 的 一 个 暴露 面 . AM 的 极点 或 暴露 点 总 
是 M 的 极点 ， 从 而 必 属 于 cl (conv 5) 但 不 属于 卫 . 超 平面 
HH 与 M' 仅仅 相交 于 z 处 . 由 于 z 不 可 能 是 M' 的 暴露 点 ， 
故 必 有 五 riM' = {x}, 因此 dim M' = 1. 依据 假设 ， 0 
不 可 能 是 直线 . 又 M' 也 不 可 能 是 两 点 间 的 直线 段 ， 因 为 否 
则 的 话 ， 这 两 点 作为 M' 的 极点 将 属于 S, 与 + 4 convS 蔬 
秆 . 这 样 ， 唯 一 的 可 能 是 M' 为 端点 在 S 中 的 闭 半 直 线 . 根 
据 定义 ， M' 的 方向 是 暴露 方向 ， 从 而 M' 的 方向 属于 9. 
这 样 我 们 得 出 结论 : M'C conv 5, 与 ZE convS 矛盾， 量 

推论 1.9.11 设 KK 是 JR" 中 的 闭 凸 锥 ， 并且 天 不 至 
含 原 点 ， 但 不 含 任 何 直线 . 设 WW 表示 KK 的 所 有 雄 圳 射线 
之 并 , 那么 KK = cl(cony W). 


习 题 1.9 


“1.9.1 设 M 为 RR” 中 的 闭 凸 集 ， 试 证 :Y € JR” 是 JM 的 极 方 
.77. 


. 向 当 且 仅 当 2 不 可 能 表示 成 M 的 两 个 不 同 的 回收 方向 的 正 线性 组 合 . 
1.9.2 设 M 为 Rm 中 的 闭 西 集 ， 试 证 :AM 的 暴露 点 必 是 其 极 
点 . 
1.9.3 设 A 为 瑞 "” 中 的 闭 凸 集 ， CE AM, 试 证 :ZT 是 MM 的 极 
点 ， 当 且 仅 当 了 是 Mn 瑟 (z,5) (6 > 0) 的 极点 ; 而 是 MM 的 暴露 
点 当 且 仅 当 2 是 M 门 再 (z, 6) 的 暴露 点 . 
1.9.4 设 M 为 到 "中 的 紧 子 集 并 设 互 为 ER” 的 某 个 开 半空 
间 . 试 证 : 若 吾 阁 M 关 8, 则 在 及 中 至 少 有 MM 的 一 个 暴露 点 . 
1.9.5 举例 说 明 非 暴露 的 一 维 面 是 存在 的 、 


第 二 章 ”上 刷 了 润 数 


是 函数 是 凸 分 析 中 重要 的 研究 对 象 之 一 . 它 研究 的 内 容 
非常 丰富 ， 研 究 的 结果 已 在 许多 领域 得 到 广泛 应 用 . 其 中 一 
个 重要 的 应 用 是 关于 研究 优化 问题 , 包括 线性 规划 和 凸 规划 
问题 等 当然， 这些 理论 的 完整 的 叙述 已 超出 本 书 的 研究 范 
围 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 的 专著 . 我 们 将 在 第 五 章 讨论 
关于 规划 问题 的 一 些 应 用 . 

在 讨论 责 ” 上 的 凸 函 数 之 前 ， 我 们 先 介绍 单 变量 凸 函 
数 ， 以 便 读 者 对 凸 函数 有 一 个 直观 的 概念 . 我 们 将 指出 如 何 
\ 通 过 上 图 概念 把 凸 函 数 与 凸 集 联 系 起 来 . 


2.1 单 变量 凸 函 数 


本 三 中 我 们 怒 终 假定 一 00 < a < 5 < 十 co, 于 是 (a,5) 
表示 某 个 有 界 或 无 界 区 间 . 
我 们 称 孙 数 有 : (a;5) 一 忆 为 西 函 数 ， 是 指 它 满足 


人 f((1 — Nzi+ Ar2) < (1 — NF(z1) + Mf (z2), (2.1.1) 


VTX1, X22 € (a,b), 0O=A<1. 


几何 上 , f 是 西 函数 意味 着 f 的 图 象 是 下 是 的 ( 见 图 2.1.1). 
如 果 (2.1.1) 中 的 不 等 号 对 一 切 ZE (a,b) 严格 成 立 ， 则 称 
是 (a,b) 上 的 严格 凸 函 数 . 当 了 是 (a,b) 上 的 凸 函数 时 ， 
有 时 也 称 一 f 是 (a,b) 上 的 止 函 数 . 
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TA 一 入 Xo 十 (1 一 入 )Z1 


图 2.1.1 单 变量 凸 函数 


定理 2.1.1 (Jensen 不 等 式 )” 设 下: (ao 一至, 那 
么 为 了 后 是 吓 汕 数 必须 旦 只 须 对 于 任意 自然 数 m, 成 立 下 列 
不 等 式 : 


| 的 2 Mor) < > Nef (Tk) (2.1.2) 


V ok € (a,b),V Ak >0, Al 十 … 十 Am 二 


证 明 ”充分 性 不 待 证 . 我 们 只 需 证 必要 性 . 设 上 是 (a, 吕 
上 的 是 函数 ， 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 式 (2.1.2) 成 立 . 对 于 
m 二 2, 式 (2.1.2) 正好 是 凸 函 数 的 定义 .假定 式 (2.1.2) 对 
于 mm 二 上 二 2 成立 , 现在 证 明 mm = 上 十 1 时 式 (2.1.2) 也 成 
并 ,为 此 , 任 取 非 负 数 和 4)……，Ak+l 满足 人 十 :十 AR 三 |， 
并 取 zl ……,Zbl E (a,b)， 不 炉 假定 0 < Xp+l < 1 
令 凡 一 和 十 :十 Ap 入 二 A 和 pf/Wk = 二 1,.…,k 由 于 
A 十 … 十 入 = 二 1, 故 由 归纳 假设 可 得 


FANizl 十 十 和 ZE) SAIFz) 十 十 和 zk)， 
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考虑 到 上 十 Ag+l = 1, 再 由 f 的 廿 性 的 定义 妈 得 
FAizl 十 … :十 和 HLIZRI) 
二 了 (4(A1Z1 十.… 十 和 AZ 十 A 和 R41TE+LI) 
< fu(NT1+ tT NTE) + Mtif (TkEt1) 
< AijFzi) 十 :十 和 ALZK) 十 和 +IZK1. 
从 而 式 (2.1.2) 对 于 m = 二 上 十 1 成立， 于 是 根据 数学 归纳 
法 ， 式 (2.1.2) 对 于 一 切 m 成 立 . 
定理 2.1.2 ”给 定 函 数 有 : (a,5) 一 邮 , 对 于 任意 固定 
的 yeE (qb), 定义 注 数 
Py(2) = 大 中 一刀， TF YT El(a,b). 
Ty 
那么 为 了 ff 是 (a,6b) 上 的 凸 函 数 ， 必须 且 只 须 对 于 任意 固定 
的 ye 人 (ab py(Z) 作为 2 的 函数 在 (a,b) 上 是 不 减 的 ( 除 
Tz=). 
证 明 函数 py(z) 不 减 意 味 着 对 于 任意 zl zz < (a,b)\{y)， 
X1 < X2, 有 
jz) fy) fra) fy) 
T1™~Yy Z2 一 2 
为 了 确定 起 见 ， 这 里 我 们 假定 Za > ZI1 > y, 至 于 情况 xz2 > 
y>>ZXi 和 YY > 7z2 > Zl 的 讨论 是 完全 类 似 的 . 于 是 存在 
入 E€E 忆 ,0 < 入 < 1 使 得 x1 = 二 {1 一 入 )y 十 AZz2， 由 此 式 
(2.1.3) 等 价 于 


f(z0) — fy) f(r2) ~ fly) 
A(z2—Yy) ~ zy 


(2.1.3) 


有 
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f(a) = GANy+azajs(G-ANHG)+AH(ca) 

由 于 4 的 任意 性 ， 这 正 表 明 上 是 (a,5) 上 的 山 函 数 . | 
定理 2.1.3 设 f: (0,0) 一 民 为 是 渔 数 ， 那 么 了 在 
(ab 上 处 处 左 、 右 可 微 ， 从 而 是 (a,b8) 中 的 连续 函数 此 
外 ， 其 左 、 右 导数 f 和 fi 满足 


fi (rz1) < f(r1) < 22) — Ly) < f(z2) 
2 1 
< fi (x2), VXi, To tt (a,b), 41 < 22. (2.1.4) 


证 明 事实 上 ，f 的 左 、 右 导数 的 存在 性 由 定理 2.1.2 
中 函数 wy(z) 的 不 碱 性 立即 得 知 ， 当 x > xz2 > y 时 ， 从 定 
理 2.1.2 可 知 | 
f(z7) ~ f(r2) f(y) — f(r2) 
T— 72 一 Z2 
了 这 f(z) - f(z2) 


一 ] > lim > . 
PD) 


同 理 ， 当 Ze > 和 > 时 ， 有 
fo)- flea) 、jz) 一 tcD 


因此 TX2 TX 一 1 
f(z) 一 1(7) ~ A(z2) 、 f(z2) 一 f(z1) 
(= i 
f{z eh ， 
之 im ( /Y= DE 1 = f(x1). 
综合 上 述 几 个 不 等 式 即 得 (2.1.4). 是 


推论 2.1.4” 设 /: (a,8) 一 :至 为 凸 函 数 ， 那 么 
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(1) 7 的 左 、 右 导数 六 和 及 均 是 (ab) 上 的 不 减 函 
数 ; \ 

(2) f 在 ta;b) 上 的 任 一 闭 子 区 闻 [c,d] 上 是 Lipschitz 

cai) 一 co 和 并 zl 一 zol，VYrzlza € lc,d). (2.1.5) 


证 明 (1) 是 式 (2.1.4) 的 直接 结论 . 为 证 (2), 不 妨 设 
T1,T2 EE [c， dj, Xl < T2， 于 是 由 式 (2.1.4) 和 和 (1) 可 知 ， 
FO) < Fa) < HDE HD) pp,) < pd) 
X22 ~ Til 
从 而 只 要 取 五 = maxt{|f‘(c)l, lf (aq)l}, 就 有 式 (2.1.5) 成 
立 ， | 
推论 2.1.5 设 下 : (a,0) 一 万 为 是 孙 数 ， 那么 了 在 
(a,b) 上 除了 至 多 可 数 个 点 外 处 处 可 微 . 
证 明 f 在 (a,6b) 的 内 点 zo 处 不 可 微 意味 着 
f(x0) < f+ (ro0). z 
从 式 (2.1.4) 可 知 ， 对 于 f 的 任意 两 个 不 可 微 的 点 XZ1, 2 E 
(a,5), 两 个 区 间 ( 扩 (71), 开 (31)) 和 (f(z2), 用 (z2)) 不 相 
交 ， 从 而 这 样 的 区 间 至 多 只 有 可 数 多 个 . I 
定理 2.1.3 的 逆 命 题 也 成 立 . 为 此 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 2.1.6 设 连续 通 数 了 : (ao 人 一 忆 处 处 右 可 
微 ， 那 么 对 于 任意 zl,z2 E (a,b),x1 < x2, 有 
. (2.1.6) 
证 明 ”我 们 先 证 明 式 (2.1.6) 的 第 二 个 不 等 号 成 立 ， 令 
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ME sup f(x),， me f(r). 


CT<T2 
如 果 M = 十 oo, 则 式 (2.1.6) 第 二 个 不 等 号 当然 成 立 . 因此 
只 需 考虑 M 为 有 穷 的 情形 . 令 


g(7) = Mz — f(z), 
显然 g 右 可 微 ， 并 且 ° 
g(r)>0, Vz€ (x1,722). 
今 证 9 是 (x1, XY2) 中 的 不 减 函 数 ， 即 
g(z2) > g(z1), Vz1,22 € (Ti1,T2), 2 > z1. (2.1.7) 
事实 上 ，Vz & (zlza), Ve > 0, 存在 fo > 0 使 得 
g(r +h)— g(r) < -eh, Vvhe jio,pz|]. 
现在 设 
z Ssup{z € [21, 22] | 9(7) — 9(z1) > ~e(z — a1)}. 
我 们 来 证 明 z = z2. 如 果 不 然 ， 则 有 z < 22, 从 而 由 z 的 定 
义 和 9 的 连续 性 可 知 
g(z) — g(z1) < ~—e(z — 21).. 
但 对 于 z, 又 有 oz > 0 使 得 
g(z+h)—g(z2) > ~eh, YE [0,6z]， 
这 显然 与 z 的 定义 相抵 触 ， 于 是 由 < > 0 的 任意 性 知 式 
(2.1.7) 成 立 . 根据 9 的 定义 ， 式 (2.1.7) 也 可 写成 
Mz2— f(z22) > Mz1— f(z21), V21,22 € (T1,72),21 < 22. 
由 此 利用 了 的 连续 性 得 到 z 
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f(z2) — fz) 、 yy 


f 
Ts -SuP。 f+(?) 
为 了 证 明 (2.1.6) 的 第 一 个 不 等 号 , 令 p(x) = jz) -mz,， 
并 作 与 上 述 类 似 的 推理 . 上 


定理 2.1.7 为 了 了: (0,b) 一 民 是 凸 函 数 ， 必 须 且 
只 须 f 在 (a,5) 上 处 处 左 、 右 可 导 ， 并 且 其 左 、 右 导数 广 
和 f4 满足 式 (2.1.4). 

证 明 只 需 证 明 充 分 性 ， 事实 上 ， 在 式 (2.1.4) 成 立 的 
条 件 下 ， 从 引 理 2.1.6 可 知 

f(z1) — f(r) _ 


fi 
SU 
必 1 一 风 < f+ (Wy) 


nf < 422) — f(z) 
一 Ta f+ (Y) 一 rz2—x ? 
VTX1, XT2 € (a, 6b) TX1 < rz2, VTE (ZL 72). 


于 是 根据 定理 2.1.2, f 是 (a, 了 8) 上 的 凸 函 数 . 
推论 2.1.8 ” 设 函 数 有 : (a,5) 一 丽 , 那么 
(1) 如果 f 在 (a,b) 上 处 处 可 微 ， 则 f 是 (a,5) 上 的 
凸 函数 当 且 仅 当 三 (z) 在 (a,b) 上 是 不 减 的 ; 

” (2) 如 果 下 在 (a,8b) 上 处 处 二 次 可 微 ， 则 f 为 (a,5b) 
上 的 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 

f(z) >0, vz€ (a,b). 


一 般 说 来 ， 直 接 从 定义 来 判断 一 个 函数 是 否 吓 函数 ， 往 

往 不 是 一 件 容易 的 事情 .推论 2.1.8 用 来 判断 一 个 光滑 函数 

的 凸 性 则 是 相当 方便 的 ， 此 外 ， 数 学 分 析 中 的 一 些 重要 的 不 

等 式 能 够 从 一 些 函 数 的 凸 性 推导 出 来 ,而 这 些 不 等 式 的 直接 
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证 明 往 往 也 是 相当 困难 的 . 例如 ， 利 用 二 阶 导 数 ， 容 易 新 定 . 
y 二 一 Inz 是 (0,co) 上 的 凸 函数 . 于 是 由 Jensen 不 等 式 可 
知 ， Vi >0 2n > 0， 


1 z ... 
一 (ln zi 十 … 十 jnzr) < 
1 


即 
(T1417 Zn) < TI 

Nn 

这 正 是 通常 的 几何 平均 值 不 超过 算术 平均 值 的 公式 . 

函数 的 凸 性 可 以 与 图 象 空 间 中 的 凸 集 联系 起 来 对 于 天 
数 了 :(ab) 一 否 , 我 们 称 图 象 空间 忆 ? = 忆 x 万 中 的 集合 

epif = {(z,%)7T |z € (a,b), f(z) < y} 
为 f 的 上 图 (epigraph). . : 

定理 2.1.9 ”函数 有: (a 电 一 丽 为 凸 函 数 的 充分 必 
要 条 件 是 : epi yj 为 有 R* 中 的 凸 集 . 

证 明 首先 设 f : (a,28) 一 及 是 凸 画 数 ， 而 (21,y1)"， 
(z2;,22) 和 epl f， 则 T1,T2 € (a, b), f(z1) < Yi, f(z2) < 
y2. 于 是 YAE [0,1], 从 了 的 凸 性 我 们 得 到 | 
f(Az1t+(1—A)z2) < Af(zi)+(1-A)F(za) < Wit+(1—N)yo, 
这 表明 


A(T1,V1)” 十 (1 和 入 )(Z2;22) 
一 (za 十 (1 一 入 )z2, 和 Ayl 十 (1 一 X)ga) GE epif. 
从 而 epif 是 JR? 中 的 凸 集 . ， 
现在 设 epif 是 R* 中 的 凸 集 ， Zz1, x2 € (a,b), 0 < 
入 之 1, 注意 到 (Zz1, f(z1))", (zx2, f(z2))" € epif, M epif 
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的 凸 性 我 们 得 到 
Mz1 + (1 — MazaoAflc)+(G-AAca)) 
= 和 zx1, f (21))’ + (1 ~— MN)(z2, f(T2))" € epif. 
由 此 从 epiy 的 定义 有 
f(Az1+(1—AN)z2) < MFT1)+ (1— NF(z2), vAE LO,1. 


这 正 是 说 f 是 (a,b) 上 的 号 函 数 . I 


f(z) 


epif (7) 


图 2.1.2 ” 涵 数 f 的 上 图 


设 有 : (ab 一 觅 是 凸 函 数 ，zZo € (a,0). 如 果 ae 五 
满足 
f(z2) > f(zo) +a(z — zx0), Vz € (a,b), (2.1.8) 
则 a 叫做 f 在 zo 处 的 次 梯度 ， 次 梯度 的 几何 意义 是 : j 
: . . 87 . 


的 上 图 epiy 位 于 通过 点 (zo, f(z0)) 的 斜率 为 a 的 直线 
y 三 atZ 一 Z0) 十 jzo) 的 上 方 ( 见 图 2.1.3). 这 可 以 看 成 导 
， 数 概念 的 一 种 推广 ， 了 在 zo 处 的 次 梯度 的 全 体 叫 做 f 在 
zo 处 的 次 微分 ， 记 作 DJ(zo) 即 
Of (x0) 一 {a | f(z) 之 f (zo) + Q(z 70), VTIE (a, b)}. 


f(z) 


| 图 2.1.3 。” 册 函 数 的 次 梯度 和 次 微分 
定理 2.1.10” 设 f: (ob 一 丽 为 凸 函数 ， 则 
Dj(zo) = [fi (x0); f+ (zo0)], Vzo € (a,b). 
“证明 设 ae[f (zx0), 丹 (x0)] 则 由 (2.1.4) 可 得 


f(z) — f(z0) > f4 (x0) >a, Vr> Zo; 
To TO 


POE < p(s0) < a, Vi < Zo. 


综合 上 列 两 个 不 等 式 得 到 
F(z) 一 jzo) ~ 


Q, V7X> 20; 


工 一 0 
fz) = fro) < w Vz < oo. 
TC— XO 
由 此 即 得 f(x0) < a < 丹 (zo). I 
例如 ， 设 
zi) =|IzZl，z6E RR. 
那么 
1 加 十 1， rt>0, ; 加 +1l, 7Z > 0， 
f+(7) = | -1l, zrz<0, f-(2) = | 一 LI， 7Z< 0. 
了 {+1}, zz > 0， 
of(z) = , [~1,1), z=0, 
{—1i}, 7z<0. 
习 题 2.1 


2.1.1 试 证 :2ez+y <e2* +e2y, Vr,y ER. 
: 2.1.2 试 证 : 对 于 任意 wa > 1 和 任意 非 负 实数 ZT1,:… ,zn, 下 列 
不 等 式 成 立 : 
(2 > Z1T 十 十 Zn 
n 
2.1.3 试 证 下 列 函 数 是 严格 凸 的 : 
(1) e” 在 (一 co,oo) 上 ; 
(2) -nz 在 (0,co) 上 ， 
(3) z? 在 |0,ce) 上 , 这 里 p> 1; 
(4) 一 x? 在 [0,co) 上 , 这 里 0<p<1 
(5) zlInz 在 [0,00) 上 ; 


nn 
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(6) 一 sinz 在 [0,7] 上 ; 

(7) 一 cosz 在 [一 7/2,7/2) 上 ; 

(8) tanz 在 [0,7/2) 上 ; 

(9) arctanz 在 (0,T/2| 上 ; 

2.1.4 试 证 : 在 Jensen 不 等 式 (2.1.2) 中 车 取 Ak = 1/m,， 


2.1.5 已 知 Cpc 是 正 实数 ， 而 且 满 足 
a? b? 2 


Ira 1 1ite 
试 证 : abc < V214. 
2.1.6 证 明 H5lder 不 等 式 : 设 @i,bi (1 之 i 之 n) 为 2n 个 非 
负 实 数 ，w > 0,8 > 0,a 十 8= 1, 则 
nn ， 名 C n a 
Dj agbe < (Ye) (34) . 
t= 二 1 


i=] i 二 ] 


2.1.7 设 了: (ga,b) 一 民 , 我 们 称 f 在 (a,8) 上 是 中 间 凸 的 ， 是 


EH) +t), wre en 


求证 : (1) 了 在 (a,b) 上 为 中 间 凸 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 有 理 数 
Al > 0,...,am > 0, cl 十 … 十 am 一 1, 有 


jaizl 十 … 十 amzm)<alfcli) 十 … 十 Qm (rn), 
VYz .zzmE(a'b; 
(2) 如 果 f 在 (a,b) 上 还 是 连续 的 ， 则 了 必 是 凸 函 数 . 


2.1.8 设 [4,0] 为 有 穷 区 间 ，[a,8] 上 的 凸 函 数 f 在 区 间 [c, 中 的 
端点 可 以 没有 单 侧 导数 , 甚至 可 以 不 连续 . 试 证 : f 在 端点 处 必 上 半 连 续 , 即 


lim sup f(x) < f(a), limsup f(x) < f(b). 
T+ 十 0 rb—0 | 
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2.1.9 设 了 是 (0,oc) 上 的 递增 凸 函数 ， 求 证 : 或 者 三 为 常 值 画 
数 ， 或 者 lim f(x2) = 
2.1.10 设 有 是 (0, co) 上 的 凸 函数 ， 试 证 : lim f(z)/z 存在 
(可 能 等 于 十 cc), 并 且 
lim f(x)/z = lim fi4(7)= im f(z). 
2.1.11 设 了 :(a,8) 一 cc 是 连续 函数 , 求证 : 为 了 了 是 (a, 引 ) 
上 的 凸 函 数 ， 必 须 且 只 须 


f(z +h)+ f(r —h)—2f(7) 
lim sup a >0, vz€!{a,b). 
2.1.12 设 下 是 (a,b) 上 的 凸 函 数 ， 并 且 [a, 8 C (0, oco). 试 证 
: 为 了 (LV/z) 是 (1/6,1/a) 上 的 凸 函 数 ， 必 须 且 只 须 xf) 是 (a, b) 
上 的 凸 孙 数 . 
2.1.13 设 后 : [0,27] 一 到 为 凸 函数 ， 大 >] 为 整数 . 求证 : 


27 


Qk 一 f(x) cos kzdz > 0. 
0 
2.1.14 设 函 数 有 : (a,8) 一 忆 . 求证 : 为 了 了 是 (a,b) 上 的 三 
冰 数 ， 必 须 且 只 须 对 于 任意 不 同 的 三 个 数 zl,z2,2Z3 E (a,b), 有 
(Zz3 一 ZT2)f (1) 十 (z1 一 rz3)f (22) 十 E> 一 ZUjtza) 、 


(zl 一 Z2)(z2 一 73)(Z3 一 Z1) 
2.1.15 设 f:(a,b) 一 友 为 连续 函数 ， 试 证 矿 为 凸 函 数 的 充分 
必要 条 件 是 : 


f(a)ds / (eae1) 之 一 5 [f(z1)+ f(z2)], Va<zrzi<r2 < hb. 


这 1 


2.1.16 完成 推论 2.1.8 的 证 明 . 
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2.2 JR" 中 上 帅 函 数 的 基本 性 质 


现在 我 们 讨论 有 R" 中 的 凸 函 数 . 设 及 是 R" 中 的 函 
数 ， 我 们 称 f : K 一 民 为 山 函 数 ， 是 指 它 满足 


人 一 十 AS 人 一 Ai) 十 AJ)， (021) 
Vr,y EK, v0<A<L1. 2. 


同 单 变 量 函 数 情 形 一 样 ， 我 们 有 如 下 定理 
定理 2.2.1 (Jensen 不 等 式 ) ”为 了 四 集 玉 CC 矶 ”上 
的 函数 f 是 凸 函 数 ， 必 须 目 只 须 如 下 Jensen 不 等 式 成 立 : 


{ie 十 …… 十 Am) < Al (Zz1) 十 …… 十 Arm(zZm)， 


VTi ER,O0ZAi<1l,Al 二 + 二 Am=1, 
| (2.2.2) 


其 中 m 是 任意 自然 数 . 
证 明 只 需 证 明 必要 性 ， 即 证 式 (2.2.1) 一 > 式 (2.2.2). 
仿照 定理 2.1.1 的 证 明 ， 我们 采用 数学 归纳 法 . 当 m.=2 时 
式 (2.2.2) 正好 是 式 (2.2.1). 假定 m = 上 时 式 (2.2.2) 成 立 
;: VT ,Tk EK,VA>0, 和 1 十 … 十 入 = 二 1, 我 们 有 
(Aizl 十 …: 十 Xp)< MFT1) + + AkfF TE). 
今 对 m = k+l 证明 式 (2.2.2) 也 成 立 . 为 此 任 取 ZX1,:…… ,Xk+1 
及 A 和 i 二 0, 和 1 十 -… 十 和 p+1l 三 1. 不妨 假定 0 < Ag+1 < 1 
于 是 z 
O<uSAN+ ML, 1 k= Mn. 
a z 
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1 S Xifp, i=1,...,k. 
从 f 的 凸 性 和 和 归纳 假设 得 到 
f(A1T1 十 … 十 和 ApAIZE+IL) 
f (pp1z1 十 … 十 kTk) 十 (1 一 1)Zhkt1 ) 
HUiz 十 十 HbZk) + (1 — pp)f (Trt1) 
p (pif(z1) 十 … 十 Lpf (Zk)) + Mpt1f (Tk+1) 
Af (TI1) 十 … -十 入 上 1ZK 二 1， | 
同样 地 我 们 可 以 把 函数 的 凸 性 与 图 象 空间 中 某 个 集合 
(上 图 ) 的 廿 性 联系 起 来 . 
对 于 函数 了 :五 C 严 "” 一 再, 乘积 空间 ( 即 图 象 空 
间 )JRf+1 = JR” x 民 中 的 子 集 
epi 全 {(z, 和) € Ri |ze kK, f(z)< NM 
称 为 f 的 上 图 . 仿照 单 变量 情形 ， 不 难 证 明 如 下 定理 : 
定理 2.2.2 ” 设 KK C JR" 为 刷 集 ， 那么 f :KK 一 忆 
为 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 : epi 了 为 R"+! 中 的 凸 子 集 . 
今后 我 们 将 允许 函数 了 取 广 义 实 值 RU{ 土 oo} = [一 00, co]. 
对 于 涉及 士 co 的 运算 ， 我 们 作 如 下 的 约定 : 


CG 十 co 三 oo 十 G = 三 Co， Y 一 co <a< cc 


| 人 1 和 A 


| 


Q 一 oo = 一 oo 十 Q 三 一 co V 一 oo 把 Q 区 ooj 
aoo = coa = 0, a(—00) = (一 ooja 一 一 oo， Ya > 0; 
Qo = coa = 一 co，a( 一 co) = (~o0)a = oo Va < 0; 


000 = co0 = 0(—00) = (一 co)0 = 0， 一 (一 oo) = oo; 
inf 0 一 十 co，supfl= 一 co. 
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但 co 一 ooe 或 一 00 十 00 则 没有 定义 , 应 避免 出 现 这 种 情形 ， 
对 于 f : 五 一 [一 00,o0j, 我 们 仍 将 把 式 (2.2.1) 作为 了 可 
性 的 定义 ， 并 且 不 难 验 证 定理 2.2.1 和 2.2.2 对 于 ff:K 一 

把 凸 函 数 的 信 域 扩张 到 广义 实 值 以 后 ， 任 何 凸 集 入 C 
JE” 上 的 廿 隆 数 f 部 可 以 用 下 列 方式 扩张 到 全 空间 到”, 成 
为 肛 ” 上 的 凸 函 数 : 

_ x, ~ {f(r), rEeK, 
fz) = {i r € RR™\K. 

这 样 , 今后 我 们 只 要 考虑 全 空间 三 ” 上 的 广义 实 值 止 函 
数 就 够 了 . 

对 于 西 函 数  : JR" 一 [一 co, co], JR" 中 的 集合 

dom = {xz € RY | Jrz)<oco} 


叫做 有 的 有 效 定义 域 ; 而 当 有 效 定义 域 dom 了 头 0 并 
且 不 含 -co 时 ， 了 叫做 真 凸 函数 . 当 dom f = 0 时 ， 
f(z) = oo, Vz € JR". 因此 真正 有 实际 意义 的 凸 函 数 是 真 
凸 函数 . 但 从 理论 上 考虑 非 真 凸 函数 将 使 凸 画 数 的 理论 更 完 
” 整 . 注意 不 恒 等 于 -co 的 非 真 凸 函 数 是 存在 的 ， 例 如 在 到 
上 定义 
~ f(z) = 0， 奉 |z| 一 1， 
一 十 co， 若 jzl > 1 


注意 ,对 于 六: JR? 一 [一 00,o0], 把 式 (2.2.1) 作为 凸 函 
数 的 定义 有 可 能 出 现 co - ooe 这 样 的 不 确定 情况 . 但 是 用 f 
的 上 图 epiy 的 凸 性 来 定义 f 的 西 性 就 避免 了 这 种 困难 . 
下 面 我 们 列举 一 些 及 "上 的 凸 隆 数 的 例子 . 
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加 若 |Z| < 1 


例 2.2.1 JR* 上 的 仿 射 函数 大 
flr}= {0+ V2E€ER", 
这 里 5 eE 丙 "” 和 有 BE 四 为 给 定 的 元 和 数 ， 显然 仿 射 函数 是 
凸 的 - 
例 2.2.2 ”RR" 上 的 欧 氏 范 数 
jz = 64) Yr = (€) eR 
是 西沙 数 ， 更 一 般 地 ， 现 ” 上 的 p 范 数 
zlly = (名 二 十 户 )Y2，Yz= (6) ER" 
也 是 凸 函 数 ， 其 中 p> 1. 
例 2.2.3 给 定 集合 天 C JR", 五 的 示 性 函数 是 指 
ARC 二 人 rEK, : 
(zlK) = (3 rz € BR"\K. 
不 难看 出 ， 当 且 仅 当 五 为 凸 集 时 6(zIK) 是 ( 取 广 义 实 值 
的 ) 凸 函 数 . 
例 2.2.4 ZR" 中 凸 集 KK 的 承 托 函 数 o(z|K) 定义 为 
o(zIK) = sup{(z,y) |y E K}; 
K 的 度 规 函数 (gauge) Y(zxIK) 定义 为 
YrIK) = in{f{A > 0|z € AK}); 
KK 的 ( 欧 几 里 得 ) 距离 函数 d(x|K) 定义 为 
d(zIK)=inf{lz — yl lye K}. 一 
这 几 个 函数 的 凸 性 容易 直接 验证 . 今后 我 们 还 将 回 过 来 讨论 
这 些 重要 的 函数 ， 下 一 个 例子 中 讨论 的 重要 的 Minkowski 
函数 是 庆 规 函数 的 特殊 情形 . 
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我 们 称 函 数  : R" 一 (一 co, co] 为 次 线性 的 ， 是 指 它 
满足 | 

(1) f(Az) = A 和 f(z)， Vz € JR", VY 入 > 0;( 正 齐 性 ) 

(2) f(z+y) < fF(7)+f(Yy)， Vz,y € JR".( 次 加 法 性 ) 

显然 ， 次 线性 函数 一 定 是 西 函数 ， 并 且 任 何 线性 函数 当 
然 是 次 线性 的 ; 反之 ， 如 果 j 厂 : 及 -一 现 使 得 和 一 上 都 
是 次 线性 的 ， 则 j 必 是 线性 的 . 

例 2.2.5 设 KC JR" 是 一 有 界 闭 凸 集 ， 0 e int KK， 
那么 到 的 Minkowski 机 数 

pK(T)=inf{a >0|reEak}, vreR" 

是 到” 上 处 处 取 有 穷 值 的 次 加 法 正 齐 性 画 数 ， 即 

pK(T+Y) < PK(T)+PKY, Vr,y ER (2.2.3) 

PK(AMT) = Apk(T), vr eR", vA>Dd, (2.2.4) 


从 而 pk 是 应 ”上 的 一 个 有 穷 值 凸 函 数 ， 事实 上 ， 由 于 0€ 
int ,ff 在 民 *” 上 处 处 取 有 穷 值 是 显然 的 . 设 工 E 民 ", 入 > 
0, 则 
pK(M2) = inf{a > 0 | Ar € ak} 

= inf A{a/A>0|z€ (a/MK} 

= Ainf{C > 0|z EpBK} 

= XpK{Z). 
现在 任 取 x,y € JR", 依照 pK(X) 和 px (y) 的 定义 ， 对 于 任 
意 。>0, 存 在 和 >>0 和 >0 使 得 x € A 入 K,y € 4K, 并 且 

DOD<A<pkg(r)+e/2, 0O0<n<pr(Yy) +e/2. 


由 KK 的 凸 性 可 得 
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Z 十 YA 7 Hk Y 


二 十 一 一 一 二 E 


入 十 凡 AthA A+pupr 


于 是 
PEK(T+Y) A+H< PRT PK(Y 十 <. 
但 > 是 任意 的 ， 因 此 式 (2.2.3) 成 立 . 
定理 2.2.3 ” 设 了 为 任 一 指标 集 ， {Plie 且 为 丁 " 
上 的 一 族 丁 函数， 那么 
f(r) = sup{fi(x) lielI}, vre I" (2.2.5) 


是 及 ”上 的 凸 函 数 ， 记 作 上 = sup{f 17€1}. 
证 明 容易 直接 从 凸 函数 的 定义 出 发 证 明 f 的 凸 性 , 但 
最 简单 的 证 明 方 法 是 应 用 定理 2.2.2, 只 要 注意 
epi = Ni{epifi|ielI}, 
这 是 因为 ,对 于 任意 € 六 
f(r)<p o> fr) Sp Viel I 
通常 由 式 (2.2.5) 定义 的 函数 了 叫做 函数 族 {fi [ie 了 
的 上 包 络 . 由 此 可 见 ， 一 族 仿 射 函 数 的 上 包 络 是 西 酒 数 . 实 
际 上 ， 我 们 可 以 证 明 ， 在 一 定 条 件 下 ， 凸 函数 可 表示 成 某 一 
仿 射 苯 数 族 的 上 包 络 . 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 这 个 问题 ， 
给 定 函 数 了: ”一 [一 00, coj. 对 于 任意 a e [一 co,ccj， 
集合 
{rz ER"| fr) <a} 和 {rE R"| fr) < oa} 
称 为 水 平 集 . 
定理 2.2.4 设 :JR" 一 | 一 00,o0] 是 凸 函 数 ， 那 么 
对 于 一 切 a € [一 00,o0], 水 平 集 {zx € IR" | f(z) < a} 和 
{z € JR" | f(r) < a} 是 JR* 中 的 凸 集 . z 
.97. 


证 明 留 作 练习 . : _ 

仿照 单 变量 函数 情形 , 现在 我 们 来 讨论 及 ” 中 的 可 微 函 
数 的 凸 性 条 件 . 

定理 2.2.5 设 CJR” 为 开山 集 ，f:K 一 民 为 


/ 0f \r 

可 微 函 数 ， 其 导数 记 作 f' 一 (Be-，…, 恕 -) ， 那么 /为 
上古 沙 数 的 充分 必要 条 件 是 : 

(f(x)— f(y),z—y)>0, vr,yeeKk. (2.2.6) 

证 明 由 习题 2.2.3, 为 7 了 f :太一 太 是 凸 消 数 ， 必须 

且 只 须 对 于 任意 固定 的 x,y E K， 
pr,ylt) = f{(1 — t)z + ty) 

作为 t 的 函数 在 [0， 一 是 后 的 ， 而 且 由 定理 的 为 了 


不 减 得 在 目前 情况 下 


Gt) = (F(z +ty — 7),y -72), te [0,1. 
如 果 p(t) 在 [0, 1] 上 不 减 ， 则 特别 地 有 
poy(t 二 Poy(0)， 
这 正好 是 式 (2.2.6). 反之 ， 若 式 (2.2.6) 成 立 ， 则 对 于 任意 
ti,t2 € [0, 1), #1 < t2, 从 式 (2.2.6) 得 到 
pawy(t2) — prt1) z z 
= (f(z+tay—7)— f(z+ti(y 2),y—7) 


-72))— f(z+ti(y — 7)), 


T+ta(y — 7£)— (z+t(y— z))) > 0, 
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这 表明 对 于 任意 Zz,y E K, pzy(t) 在 [0,1] 上 是 不 减 的 ， 
我 们 称 满足 条 件 式 (2.2.6) 的 映射 f : RR" 一 JR" 为 单 
调 映 射 . 我 们 将 在 第 四 章 讨论 廿 函数 的 次 微分 时 再 回 到 这 一 
问题 . z 
定理 2.2.6 设 KC 民 " 为 开 上 是 集 ， 厂 :五 一 到 为 
二 次 连续 可 微 函 数 . 那么 了 为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : 其 
海 赛 (Hessian) 矩阵 


A(®) = (aes(0)), os(o) = Be) 7 = (6) EF 


对 一 切 2 & KK 为 非 负 定 矩阵 ， 即 
(A(x)z,2) >0, vrEeK, vze IR". (2.2.7) 


证 明 仿照 定理 2.2.5 证 明 中 的 推理 ， 的 西 性 等 价 于 

对 于 任意 固定 的 z,y EE K, 哨 数 px,y(t) = f(z +t(y 一 Xx)) 
在 [0, 1] 上 的 四 性 . 但 在 定理 的 假设 下 ，woy 介 是 [0,1] 上 
的 二 次 连续 可 微 浆 数 ， 因 此 ， 依 照 定 理 2.1.5, 了 的 凸 性 又 等 
价 于 p7 y(t) 在 [0,1] 上 的 非 负 性 ， 即 

Pry(t) 0, vielo,1, vr,y EK. (2.2.8) 
然而 

Pry(t) = (A(z 十 ty — 2)(y — 72),y 一 z). 


由 此 由 于 式 (2.2.8) 中 xz,y EK 和 t€ [0,1| 的 任意 性 以 及 
KK 的 开 凸 性 ， 即 得 式 (2.2.8) 等 价 于 式 (2.2.7). | 

例 2.2.6 设 A4 是 nxn 对 称 实 和 矩阵，a € IR 和 
ca E 在 为 给 定向 量 和 数 ， 从 定理 2.2.6 可 知 : 二 次 也 数 


f(z) = (2, Az) + (7z,a)+a, TE RY" 


为 RR" 上 的 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 4 为 非 负 定 短 阵 ， 这 
是 因为 f 的 Hessian 矩阵 恰好 是 4. 
例 2.2.7 考虑 函数 f: 至 ”一 (一 co coj]， 


—(é1 “1? én)1/™, VE 之 0， 
1 (1 在 别处 . 


这 里 z = (&1,… ,én)"， 直接 计算 得 到 ， 对 于 z = (61，…， 
én) ,Y= (m7, Nn) € RY", 当 £1 > 0,.….,én > 0 时, 


‘40)y) =n2(a)|( > /8) —n > 


”这 里 4(Z) 表示 f 的 Hessian 和 矩阵. 但 f(x) < 0, 并 且 
(al 十 …: 十 an) <n(aft+.. + a2). 

因此 4(z) 是 非 负 定 的 . 依照 定理 2.2.6, 是 页” 上 的 凸 函 

定理 2.2.7” 设 了 : JR" 一 (一 co, oo] 为 正 齐 性 函数 . 
那么 了 是 凸 函数 的 充分 必要 条 件 为 

jz 十 功 去 cz)+F)，YzyE RR". (2.2.9) 

证 明 首先 设 f 是 凸 酒 数 . 于 是 对 于 任意 X,Yy € RR”， 
利用 f 的 正 齐 性 和 西 性 得 到 

f(z+y) = f(2(7/2+y/2)) = 2 f(z/2 十 2/2) 

< 2(f(2)/2+ f(y)/2) = f(z) + f(y). 


反之 , 设 式 (2.2.9) 成 立 , 则 对 于 任意 x,y € 丽 ",0 < 入 < 1 
我 们 有 
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FL-Az+A) < fl — Nz) + fF(NY) 
z = (1— NI) + AfFY), 
即 三 是 凸 函 数 ， | 
推论 2.2.8 设 f 是 RR* 上 的 正 齐 性 真 凸 函数 ， 则 
| f (Az1 十 …… 十 和 nr2mn ) < A1f (x1) 十 … 十 Mnf (rn), 
Vr; € FR", Ai>0,1<i<m. 
“推论 2.2.9 设 f 是 RR” 上 的 正 齐 性 真山 孙 数 ， 则 
f(—z)> -f(r), vr € R". 
f(z)+f(-7)> f(z — 7)= f(0)>0. 
定理 2.2.10 设 f 是 RR" 上 的 正 齐 性 真山 函数 ， 芽 
是 民 ” 的 一 个 子 空间 .那么 为 了 f 是 上 上 的 线性 沁 函 ， 必 
须 且 只 须 


f(—72)= -f(z), vzreL. (2.2.10) 
又 车 {01,… ,bm} 是 工 的 基 ， 则 式 (2.2.10) 也 等 价 于 
f(b6i) = —f(0), i=1,.…,m. (2.2.11) 


证 明 只 需 证 明 式 (2.2.11) 草 涵 f 在 上 上 的 线性 事 
实 上 ， 假 定式 (2.2.11) 成 立 ， 则 f(Xbi) = XAf(bi), YAE RR. 
于 是 对 于 任意 z = 和 bi 十 … 十 Ambm E 我 们 有 

JUAiD) + + fAmbm) > f(r) > —f(-7) 
> [f(Ab1) + + f(—Ambm)| 
= f(A10b1) 十 十 f(Ambm). 
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因此 
f(z) = f(b1) + .+ f(Ambm) 
一 A1f (21) 十 .… 十 Am f (bm ), 


即 了 在 工 上 是 线性 的 . 

最 后 关于 非 真 是 函数 再 作 一 些 说 明 . 注意 对 于 RR" 上 的 
非 真 呈 函数 f, 其 凸 性 条 件 式 (2.2.1) 应 该 用 下 列 式 子 代替 : 
对 于 任意 f(z) <a, f(y)<8,0< 入 <1, 有 


f((1—A)z + Ay) < (~ Na+ Aa. 


定理 2.2.11 设 f 是 "上 的 一 个 非 真品 消 数 ,， 那么 
f(t)==—00, Vz E€ri(domf). : 


这 就 是 说 , 一 个 非 真 是 函数 除了 在 其 有 效 定义 域 的 茶 些 相对 
边界 点 外 必定 处 处 取 无 穷 值 . 

证 明 由 于 f 是 非 真 的 ， 则 或 者 dom f = 由 或 者 至 
少 有 一 点 z E dom f 使 得 f(z) = 一 00， 任 取 一 点 2% € 
ri(dom f)， 根据 定理 1.4.11, 存在 上 4 > 1 使 得 y = (1 一 
Lz+urz Edomf. 记 入 = 1 则 0< 入 < 1, 并且 
r= 二 (1 一 入 z 十 和 y. 于 是 对 于 任意 a > f(z),B6 > f(y), 有 


f(z) = f((1 -Az+AMy) < (1— Nata\p. 
f(z )=- 一 Co， AY) < co 所 以 上 式 右 并 可 以 任意 小 ， 
f(z) = 

习 题 2.2 


2.2.1 设 形 是 到 ”中 的 凸 锥 ，p > 1 为 实数 . 函数 1: 下 一 帮 
称 为 p 次 齐 性 的 ， 是 指 
f(Az) = MAP), Vre K,vA>0. 
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假定 :一 忆 是 p 次 齐 性 西 函 数 ,并且 f(z) > 0,Vvz €K\{0}， 
求证 g(z) = [f(z)]!/? 是 玉 上 的 凸 函数 . 

2.2.2 设 al ,an 和 有 …),Gn 为 非 负 实 数 ， 并 设 DP 过 上 . 
求证 Minkowski 不 等 式 

-nn 1/p n 1/p n i/p 
认可 区 可 

k=1 k=1 

2.2.3 求证 : 为 了 了 :天 一 有 是 凸 集 天 CC 及 ”上 的 廿 
函数 ， 必 须 且 只 须 对 于 及 上 任意 固定 的 两 点 z,y， 函数 (二 zy) 全 
f(tz 十 (1 一 t)y) 是 t&€ 10;,1] 的 西 函数 . 

2.2.4 ” 称 函 数 了 : 及 ”一 民 是 拟 凸 的 ， 是 指 对 于 一 切 x € 肥 ， 
水 平 集 {z < 本 "| f(x) < a} 是 至 ”中 的 凸 集 ， 试 证 : 有 为 拟 吓 的 充 
分 必要 条 件 是 

| f((1—A)z+AY) < max{f (7z), f(y9)}, 
Vz,y ER", vA€l,1l. 

2.2.5 设 f : 民 ” 一 (一 00,00| 为 是 函数 .如果 存 在 Zo EE 

ri (dom 了 ) 使 得 
jzo) = sup{f (7) |z € 到" 

试 证 : 了 为 常 值 函数 . 
”2.2.6 设 太 CJR" 为 凸 集 ， 了 :KK 一 民 为 凸 函 数 并且 对 于 
任意 z E KK, f(z) > 0. 求证 f*(z) 也 是 扩 上 的 是 函数 ， 并 用 例子 说 
明 条 件 f(x) > 0 不 能 省 略 . 

2.2.7 设 为 丽 ” 上 正章 性 函数 ， 试 证 : /为 凸 函数 当 且 仅 当 


f(z +y) SAz) ~ f(D), Vr,ye RR". 
2.2.8 设 9g: JR" x 现 m 一 (一 co,oco] 为 真山 函数 ， 令 
~ f(z) = inf{g(z,y) | y € R™}. 
试 证 : f 是 丽 ” 上 的 凸 函 数 ， 
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2.3 钙 郴 效 的 运算 


如 何 从 已 知 的 耳 函 数 构造 出 新 的 凸 足 数 当然 也 是 一 个 十 
分 有 意思 的 问题 同时 我 们 将 发 现 ， 基 于 构造 新 的 凸 函 数 的 
这 些 原则 , 反 过 来 又 可 以 为 判别 一 些 比 较 复 杂 的 凸 函 数 提供 
有 用 的 方法 . 

一 个 凸 函 数 左 乘 非 负 实数 仍 是 凸 郑 数 ， 两 个 凸 函 数 之 和 
也 还 是 凸 函 数 ， 这 些 当 然 是 西 函数 运算 的 最 简单 的 例子 . 

定理 2.3.1 设 了 有 ,是 JR” 上 的 真是 也 数 ， 那 么 
万 十 户 是 凸 函 数 但 未 必 是 真 上 四 的 《举例 说 明 ); 对 于 a > 0， 
Qf 仍然 是 真 凸 的 . 

证 明 ” 留 作 练习 . | 

(fi 十 f2)(Z) < oo 等 价 于 有 (7) < co 和 f(z) < co， 
从 而 

dom (fi + f2) = (dom fi) nN (dom fo). 

定理 2.3.1 中 之 所 以 假定 有 和 fo 是 真 囊 函数， 目的 是 为 吉 
免 出 现 ce 一 00 这 样 的 不 确定 情况 . 

定理 2.3.2 设 f: 有 R"? 一 (一 00,00| 为 凸 函数 ， 并 设 
8 :本 一 (cccc| 为 递增 三 函数 那么 复合 函数 h(x) = 
P(f(z)) 也 是 现 * 上 的 凸 函 数 (这 里 我 们 约定 (十 co) = 
十 ce)， 

证 明 对 于 zx,y€ R", 入 Ee [0,1], 我 们 有 


A Nz + Ny) (1 NF(z) + A OY 
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于 是 应 用 % 的 单调 递增 性 和 凸 性 ， 得 到 


h((1 — AZ 十 A9V) = 2(1(G 一 AM + XAy)) 四 
< ef(L ~ MF) + AFY)) < (1 — NR(z) + Mh(z), 


即 六 是 凸 函 数 . 
从 定理 2.3.2 知 , 如 果 f 是 "上 的 真 凸 函数 ， 则 ef(?) 
也 是 R"” 上 的 真 册 函数 ， 如 果 f : RR" 一 及} 是 非 负 凸 函 
数 ， 则 9g(z) 三 2 f(z)? 也 是 R" 上 的 凸 函 数 , 这 里 p> 1. 事 
实 上 ， 只 需 注意 
EP?7， 当 &>0， 
2(6) = 和 wei0 
是 肛 一 民 的 递增 函数 特别 由 此 可 知 当 p 之 1 时 有 h(z) 全 
zj? 是 有 R* 上 的 西 函 数 ,， 这 里 是 -上 是 号 * 上 的 欧 氏 范 数 . 
如 果 了 是 RR*" 上 的 有 限 凸 函数 ( 指 f(x) 在 RR" 上 处 
处 取 有 穷 值 的 凸 函 数 ), 而 KK 是 及" 的 一 个 非 空 凸 集 ， 则 
f(r),， 当 zE€EK, 


fa) + = { re€ R"\K 


这 里 6(-|K) 为 KK 的 示 性 函数 ， 因 此 ， f 加 上 示 性 函数 相 
当 于 限制 f 的 有 效 定义 域 z 

定理 2.3.3 ” 设 正 是 砚 ?"+1 中 的 一 个 凸 子 集 ， 并 设 

f(z)= inf{py | (z,p) EF}, Yrz € RR", 
则 了 是 及 ”上 的 廿 陪 数 . 这 里 以 及 今后 ， 我 们 约定 对 于 实 
数 域 中 的 空 集 办 
inf 0 = 十 co， sup10 - 一 一 cc， 
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证 明 只 需 注 意 , 由 于 卫 的 四 性 , 从 (za)E 了 (yy,B)€ 
了 可 得 
(Az+(1—-MW,Ma+(1-MB)EeER voO<A<L. 


直观 上 ， 定 理 2.3.3 中 由 凸 集 已 C "1 决定 的 函数 f 
是 五 的 “下 边界 ”， 

定理 2.3.4” 设 五 ,…, fm 是 JR" 上 的 真 凸 函数 ， 对 
于 2E 有 天” 令 


f(z) = in | >》 f(xr) ire ee R", >》 zk 一 | 
1 k=1. 


则 了 f 是 RR” 上 的 凸 沙 数 ， 这 里 下 确 界 是 对 一 切 满足 7X = 
ZX1 十 一 十 Tm 的 Xk 取 的 . 

证 明 设 拨 二 epi 天) 而 三 二 让 十 … 十 Lm， 显 
然 严 是 下 "+1 中 的 西 集 、 根据 定义 ， (ZJ 人 € 亚当 且 
仅 当 存在 zk € 及",yk E 友人 使 得 反 (Zk) < pk， 并 且 
(Zz, £4) 一 (zi 11) 十 人 十 (Fm, fim), 即 和 二 Zi 十 … 十 2Zm， 
1 三 Hi 十 … 十 Hm: 由 此 可 网， 


f(x) = infful (2, 4) € F), 
从 而 依据 定理 2.3.3， 太 是 凸 函数 


定理 2.3.4 中 的 凸 函数 有 记 作 户口 户 … 口 如， 叫做 
及,… ,fm 的 下 端 卷 积 . 特别 当 仅 涉及 两 个 函数 和 g 时 ， 


(fg)(zx) = inf{f {7 一 功 十 9 YE 到 小 


这 有 些 类 似 于 经 典 的 积分 卷 积 公式 
如 果 9 = 6(.ja) 是 单 点 集 {4} 的 示 性 函数 ， 刚 


dom (/Dg)(z) = f(z —a) 
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一 般 地 ，j 口 g 的 有 效 定 义 域 是 了 和 9 的 有 效 定 义 域 之 和 , 即 
dom (f Dg) = dom f + dom 9， 


现在 我 们 来 定义 凸 函数 的 右 乘 标量 运算 . 设 /是 大 
上 上 一 西 函 数 ， 和 是 非 员 实数 ，0 < 入 < oc. 我 们 定义 作为 
西 盟 数 
(fA)(z) = infft | (2,1) €E Nepif}, A>0,z€IRR". 


于 是 
(FN(z) = Af(A-iz)， A>0; 


当 入 二 0 并且 了 不 恒 等 于 十 0% 时 ， 

z (f0)(z) = 6(x10); 
而 当 三 十 co 时 ， 显然 10 = f. 函数 f 为 正 齐 性 的 充分 必 
要 条 件 是 f= f,v 和 >0. 

设 h 是 RE” 中 的 任 一 凸 渔 数 ， 是 由 epih 产生 的 
及 ”Tl 中 的 凸 锥 .于 是 按照 定理 2.3.3, 从 凸 锥 所 得 到 的 
函数 f 是 正 齐 性 凸 函 数 . 注意 下 是 JR"+ 的 原 点 与 所 有 集 
合 XepiRy (入 > 0) 之 并 ， 从 而 

f(x) = inf{(hA)(z) | A>0}, re RY". 

今 若 g(xX) 是 再 ”上 和 任 一 正 齐 性 凸 函 数 ， 使 得 9g < hh 并 县 
9g9(0) 三 0 则 g(z) 和 (AA)(2),， YA > 0， 由 于 (h0)(z) 一 
6(zl0), 可 知 9 < f, 故 f 是 上 述 这 样 的 正 齐 性 凸 函 数 中 最 
大 的 一 个 

设 了 是 有 ”上 的 真 凸 函数 ， 则 


oa 天 、 
十 oo， 蓓 入 <0 
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是 RR"+* 上 的 正 齐 性 真是 防 数 ， 这 是 由 函数 


f(z), 入 = i, 


(Ne) = 人 过 入 天 1 


所 生成 的 正 齐 性 凸 函 数 . 特别 p( 和 ) = (f 入 )(z) 对 于 任意 大 
定 的 XE domf 是 入 >0 的 真 凸 国 数 . 

JR" 中 非 空 凸 集 MM 的 度 规 旺 数 Y(-|M) 是 由 6(:|M)++1 
所 生成 的 正 齐 性 凸 函数 , 事实 上 , 令 h(z) = 6(zlMM) 二 我 
们 有 (hA)(z) = 6(z| 和 M) 十 入 . 于是， 


inf{(hA)(z) | > 0} = inf{8>0|1zeMM}=7(r|M). 


一 个 非 四 函数 g 的 凸 包 convg 是 指 根据 定理 2.3.3 从 
凸 集 五 = conv (epig) 所 得 到 的 函数 f, 它 是 不 超过 9 的 最 
大 的 凸 函数 . 根据 定理 1.3.4, (2, 1) < 了 可 以 表示 成 组合 


(ZL -> 和 Ak(ZR; AH) - (> > 入 RDFK， > ent 


其 中 (zk Ww) Eepig, 即 g(xk) < yk. 于 是 对 于 ZE R", 


(conv g)(2) -inf { > 2 M9 (ThE) by 》， AK2K 一 中 (2.3.1) 


' R=1 
这 里 下 确 界 是 在 x 的 所 有 这 种 凸 组 合 形式 上 取 的 ， 当 然 要 
求 9 不 取 -co, 以 避免 求 和 发 生 困难 . 
有 五 ”上 任意 一 族 函 数 {到 | iE 了 的 是 包 是 指 这 一 族 也 
数 的 点 点 下 确 界 晒 数 的 凸 包 ， 记 作 conv {fi | i € 了 了, 它 是 
妈 -” 上 不 超过 每 个 fi 的 最 大 的 凸 函 数 . 
定理 2.3.5 设 {f1ie 了 是 及 ”上 的 一 族 真 凸 函数 
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(7 为 任 一 指标 集 ), 并 设 = conv {1iE 了}. 那么 


f(z) = if >_ Xf (zi) | >》 AiTi 一 | ZE 有 ， 
iEl iEI 
(2.3.2) 
这 里 下 确 界 是 对 z 的 一 切 元 zi 的 有 穷 山 组 合 形式 取 的 ( 即 
凸 组 合 系数 Ai 仅 有 穷 个 不 为 及 式 (2.3.2) 当 zi 限制 在 
dom f; 中 时 也 ,成立 . 
证 明 如果 记 FF = conv (U{epi fi | 1 2 ET}), 则 
f(7) = inf{py | (7, 4) € FP}. 
根据 定理 1.3.4,，(z,4) € 下 可 以 表示 成 如 下 有 穷 凸 组 合 形 


和 (zx, 4) = As- 一 (三 > 2 


ziE7 . ti€El iEJ 


其 中 (Zi, Li) E epi f;. 于 是 让 (7z) ) 是 > 和 ini 在 z 表示 成 一 


. iEI 
切 有 穷 凸 组 合 形式 z = 》 Xizi (满足 户 (zi) < 全) 上 取 的 
2E 了 了 
于 确 界 ， 即 式 〈2.3.2) 成 立 . : 


注 ”实际 上 ， 公 式 (2.3.2) 中 的 下 确 界 只 要 取 在 所 有 这 
样 一 些 廿 组 会 上 ， 这 些 西 组 合 中 至 多 才 十 1 个 系数 入 不 为 
索 , 并 且 相 应 的 Xi 是 仿 射 无 关 的 ,这 可 以 应 用 Caratheodory 
定理 来 证 明 ， 在 目前 情况 下 ， f(z) 是 更"+1 中 三 集 下 = 
conv (Ufepi 广 16ET1) 的 下 边界 . 但 从 Caratheodory 定 
理 可 知 ， 太 中 每 个 点 可 表示 成 不 超过 n 十 1 个 仿 射 无 关 点 Ti 
的 西 组 合 ， 这 里 每 个 Zi 属于 不 同 的 epi fi. 于 是 4 > f(zx) 
当 且 仅 当 存在 茉 个 a < 4 使 得 (za) 属于 某 个 单纯 形 9， 
其 顶点 分 属 不 同 的 epifi. 邻 
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ao 一 minfa | (za) € 5S}. 
显然 (ZT,Q0) ES. 这 样 (ZT,Q0) E 5 可 以 表示 成 9 的 较 少 顶 
点 .的 西 组 合 , 这些 顶 点 生成 一 个 “ 子 单纯 形 ， 它 不 侈 任何 “ 重 
” 直 ” 线 段 . 这 个 子 单 部 形 的 项 点 记 作 (21) ad) ，(zmy Qm). 
容易 验证 :Yi1,'… ,Ym 本 身世 是 仿 射 无 关 的 ， 因此， AZ) 是 
使 得 (ZaQ) 可 以 表示 成 (Wai (mam) 的 凸 组合 的 
所 有 这 样 的 a 的 下 确 界 ， 这 里 Yi 属于 不 同 的 epi fi 并 且 仿 
射 无 关 . 但 Yl Un 仿 射 无 关 意 味 着 mm < ?2 十 1]， 由 此 即 
得 所 需要 的 结论 . : 

特别 是 知 

fi(x) = 6(zlai) -+a ET, 
其 中 ai € 及 "Qi 民 为 给 定 的 向 量 和 数 ，6(-|ai) 为 单 点 集 
{Qi} 的 示 性 函数 ， 则 conv {直上 1272€ 了 7} 是 满足 

fail 和 ai iET 
的 最 大 的 凸 函 数 ， 并 且 ， 
f(x) = inf 人 > Mi 


i€E1 


| >》 Xiai 一 本 
iET 
这 里 》, Xias 表示 诸 ai 的 有 穷 凸 组 合 . 

zc 了 

定理 2.3.5 中 的 陨 数 上/ 也 可 以 用 下 端 卷 积 表示 出 来 . 比 
如 说 ， 指标 集 1 为 有 穷 集 {= {1,.…… ,72}, 而 f1, 万 是 
于 ”上 的 真 凸 范 数 ， 则 f 可 以 通过 定理 2.3.3 从 号 集 


F = conv {epifi,:.- ,epi fr} 
= UfAiepi fi + :++ Amepi fm} 
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得 出 ， 这 里 集合 的 并 运算 是 对 集合 epi f 是 一 切 西 组 合 取 ， 
的 . 不 难看 出 , 下 端 卷 积 有 和 1 口 … 口 fm 和 Am 是 根据 定理 2.3.3 
从 有 R"t! 中 的 廿 集 Xiepi 用 十 … 十 和 iepi fm 所 得 到 的 沙 
数 . 由 此 可 见 ， = conv {及 ,…, fmj 是 


Ws . 
> 0，》 Ai -1 | 


2 二 1 


f(z) = inf {C9 Of Mm) (2) 


定理 2.3.6 ” 设 4 : IR" 一 JRm 是 一 个 线性 变换 . 那 
么 对 于 好 Ww 上 的 每 一 个 凸 函 数 g, 由 


(94)(z) =9g(4z)，Yze IR" 


所 定义 的 小 数 94 是 有 Rn 上 的 凸 丁 数 ， 而 对 于 及 ”上 的 每 
一 个 凸 函数 h, 由 


(Ah)(y) = inf{h(z) | Az = 


所 定义 的 函数 Ah 是 丽 ” 上 的 凸 函 数 ， 
证 明 直接 从 定义 出 发 验证 ， 留 作 练 习 . | 
.定理 2.3.6 中 的 活 数 Ah 叫做 在 A 之 下 的 象 , 而 94 
则 叫做 g 在 4 之 下 的 逆 象 ， 容 易 看 出 ， 当 4 : RR" 一 R™ 
为 非 奇异 变换 时 ， Ah = hA-1. 
现在 我 们 利用 回收 锥 来 给 出 西 函数 的 另 一 种 运算 ， 设 f 
是 RR" 上 的 不 恒 等 于 二 oo 的 凸 函 数 . 了 的 上 图 epif 是 
JR"+1 中 的 一 个 非 空 凸 集 , 因此 可 以 考虑 其 回收 锥 0+ (epi 了 ). 
根据 定义 ， (yz) € 01(epif) 当 且 仅 当 对 于 一 - 切 (7, HA) E 
epi 六 和 入 之 0 有 
(z,A) + AY LV) = (z+ NH +A) € epif. 


上 式 等 价 于 
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f(z + MX) < f(z) +Av, vzrEdomf,A>0. (2.3.3) 


实际 上 ， 我 们 知道 式 (2.3.3) 对 于 入 = 1 能 推出 它 对 一 
入 二 0 成立. 对 于 给 定 的 y, 使 得 (y,v) € 0t (epif) 成 立 的 
2 值 形 成 及 中 的 一 个 上 无 界 的 闭 区 间 . 因此 ，0+(epi 六 是 
某 个 凸 函 数 的 上 图 . 我 们 称 此 凸 函 数 为 f 的 回收 函数 (re- 
cession function), 记 作 70+. 于 是 


epi (f01) = 0 (epif). 

定理 2.3.7 ” 设 f 为 R" 上 的 真 册 函数 ， 那 么 了 的 
回收 函数 f0+ 是 正 齐 性 真 凸 函数 , 并 且 对 于 每 一 y € JR", 有 
(Jot)(W) = sup{f (z+) — f(z) | xz € dom f}. (2.3.4) 
如 果 epi 还 是 闭 的 ， 则 epi(f01) 也 是 闭 的 ， 并 且 对 任意 

ZXEdomf, 有 
入 
(f0+)(y) = _ sup f(z 十 一 jz) 


一 lim e+) fe) 
和 A—0o0 入 

证 明 式 (2.3.4) 是 前 面 说 明 的 直接 结论 . 从 式 (2.3.3) 

可 知 :v > (yj0 )(y) 意味 着 
v> sup flz + XW)— f(r) vr € domf. (2.3.6) 

A>0 入 

由 此 可 见 ，(f0+)(y) 不 可 能 取 一 oc. 对 于 任意 固定 的 x € 
epi f, 在 epif 所 含 的 从 (z, f(z)) 出 发 沿 所 有 (Vy,v) 方向 
的 半 直 线 中 ， 式 (2.3.6) 的 上 确 界 给 出 最 小 的 实数 Z， 如 果 
epi 了 是 闭 的 , 则 依 定 理 1.8.1, 这 个 最 小 的 v 值 与 x € dom f 
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(2.3.5) 


无 关 ， 再 考虑 到 差 商 (f(z 十 Ay) 一 (7))/ 和 是 入 的 递增 了 
数 ， 这 样 就 证 明了 式 (2.3.5). 上 图 0+ (epi f) 是 非 空 目 锥 ， 
当 epif 是 闭 的 时 候 它 也 是 闭 的 ; 因此 f0+ 是 一 个 正 齐 性 
的 真是 函数 ， 而 且 当 f 的 上 图 epi f 是 闭 的 时 候 ， f01 的 
上 图 epi(f0 ) 也 是 闭 的 . / I 

对 于 JR" 上 的 凸 函数 f, 当 向 量 y € JR” 满足 (f01)(y) 
< 0 时 ，y 称 为 f 的 回收 方向 ，f 的 回收 方向 全 体 是 一 个 
凸 锥 ， 叫 做 了 的 回收 锥 (注意 不 要 与 epi 了 的 回收 锥 相 混 .， 
消 ) 

定理 2.3.8 设 f 为 RR" 上 的 真山 函数 ，y € IR". 那 
么 为 了 2% 是 f 的 回收 方向 ， 即 (f07)(y) < 0, 必须 且 只 须 、 
对 于 一 切 ZE JR", f(z 十 和 Ay) 作为 入 E 尼 的 鲨 数 是 五 上 
的 凸 函 数 . : 

证 明 根据 回收 函数 f0+ 的 定义 ，(f0+)(y) < 0 当 且 
仅 当 epif 的 回收 锥 含有 向 量 (y,0), 这 意味 着 

f(z+M) < f2), VzEe IR", vA>0. (2.3.7) 


但 式 (2.3.7) 正 是 说 对 于 任意 #6 忆 "，f(s + 向) 作为 
入 EE 慷 的 函数 是 非 增 的 . 


在 结 吉本 记 之 前 ， 我 们 对 有 关 凸 函数 的 几 种 主要 的 运算 
作 一 简单 的 小 结 

(1) A7 7 十， 站 画 数 的 加 法 和 左 乘 标量 

(2) f 人 一 凸 函数 右 乘 标量 . 

(3) Fo+ 一 西 函数 的 回收 函数 . 

(4) conv g 一 非 凸 函数 的 凸 包 . 

(5) sup{ 卢 17e 了 一 凸 函 数 族 的 上 包 络 . 

(6) 及 口 … 口 fw 一 上 屿 函数 的 下 端 卷 积 . 
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(7) conv {fi 1 ie€ 人 一 函数 族 的 凸 包 . 
(8) Af,94 一 凸 函数 左 乘 和 右 乘 线性 变换 . 


习 题 2.3 


2.3.1 设 J,g 是 及 "上 的 真山 函数 ， 试 证 :ff 十 9 也 是 凸 函 数 ， 
但 未 必 是 真 止 的， 举例 说 明之 ; 对 于 一 切 入 之 0, Af 也 是 真 凸 的 . 

2.3.2 设 Fl(z) 一 maxft |1<i<n),Vvr= (t,tn)" € 
_JR". 求证 :f 是 真 凸 函 数 ， 并 且 如 果 MM 是 n 维 单纯 形 


M= {6 ,én)" |é&i > 0,61 + +n = 1}, 


f(2) = sup{(z, 7") | ZEAf vr eR”. 


则 


2.3.3 . 设 Q@ : RR" 一 JR" 为 正定 对 称 和 矩阵 ， 并 设 峡 函数 f (2) = 
(QZz, z). 试 证 : 
. 0， ?7 一 0U， 
Go = {9 20 
2.3.4 设 三 : 再" 一 (一 20,oo| 是 凸 函数 ， 如果 了 的 上 图 epif 
是 JR"+1 中 的 一 个 凸 锥 ， 那 么 f 是 正 齐 性 的 . 
2.3.5 设 M 是 JR” 中 的 非 空 闪 有 界 集 . 设 f 是 MM 上 的 连续 实 
” 值 函 数 ， 并 设 f(x) = 十 co,Vx 4 JM. 试 证 :conv 了 是 尼 ” 上 的 闭 真 
凸 函数 . 
2.3.6 设 /为 而 ”上 的 仿 射 函数 ， f(z) = 《7,2*) 十 a. 试 证 
:(f07)(7) = (x, 2*). 


2.4 辆 函数 的 下 半 连 续 性 


JR" 上 的 线性 函数 的 连续 性 是 线性 的 简单 结论 . 在 2.1 
节 我 们 已 看 到 ,定义 在 开 区 间 上 的 有 穷 值 单 变量 凸 函 数 也 是 
处 处 连续 的 . 然而 对 于 现 " 上 的 广义 实 值 凸 函数 ， 事 情 远 非 
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如 此 简单 . 但 函数 的 凸 性 毕 竞 草 涵 着 许多 拓扑 性 质 ， 其 主要 
结论 之 一 是 : 对 于 凸 函 数 而 言 , 下 半 连 续 性 是 一 种 “构造 性 " 
的 性 质 ， 即 存在 一 种 简单 的 运算 ， 只 要 对 凸 函数 的 有 效 定义 
域 上 某 些 边界 点 处 重新 赋值 ， 就 能 使 该 凸 函 数 具 有 下 半 连 续 
性 . 、 : 

定理 2.4.1 设 f: 忆 一 [00,oo], 则 下 列 三 个 命题 彼 
此 等 价 : 

(1) 在 现 "” 上 是 下 半 连 续 的 ; 

(2) Va € RR, 水 平 集 Sa (f) = {z € R™.| f(z) < 
是 闭 集 ; 

(3) f 的 上 图 epif 是 JR"+1 中 的 闭 集 . 

证 明 ”注意 f 在 z 处 下 半 连 续 等 价 于 


V (Zk) C 配 "， VCO) C IR, uk > f(rr), k> 1, 
| = lm Th 4 二 lm pr > > f(z). 

(2.4.1) 
但 式 (2.4.1) 正好 意味 着 上 图 epiy 的 闭 性 ， 从 而 (1) 与 (3) 
等 价 . 另 一 方面 ， -如 果 在 式 (2.4.1 ) 中 取 a=j= Hi 一 
H2 一 ……， 则 立即 从 f 的 下 半 连 续 性 推出 水 平 集 Sa(f) 的 闭 
性 , 即 (1) 一 > (2). 最 后 设 (2) 成 立 ， 并 任意 取 (zk) C JR” 
使 得 lim zx 一 Z，lim f(zk) 一 人 显然 对 于 任意 a > 4， 
当 上 充分 大 后 zk € Sa(f), 于 是 从 水 平 集 Sa(f) 的 闭 性 知 
ZX € Sa(f),VYa > 4. 这 表明 f(x) < 而 由 上 述 (zk) 取 法 
的 任意 性 知 


iminf f (y) > f(x), 


即 f 下 半 连 续 . | 
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给 定 及" 的 一 个 上 凸 函 数 f, 存在 一 个 不 超过 了 的 (不 
一 定 取 有 穷 值 的 ) 最 大 的 下 半 连 续 函 数 ， 并 且 不 难看 出 这 个 
函数 的 上 图 正好 是 矿 的 上 图 的 闭 包 .通常 我 们 称 此 函数 为 
f 的 下 半 连 续 包 . 

凸 函数 f : 及 "一 (一 00, co] 的 闭 包 定义 作 f 的 下 半 连 
续 包 ; 而 当 f : JR” 一 [一 00, oo] 是 非 真 的 凸 函 数 并 且 对 某 
些 xz 有 f(z) = 一 00 时 ， 上 的 闭 包 定义 作 常 值 函 数 一 co. J 
的 闭 包 记 作 cil. 

JR"* 上 的 凸 函 数 f 叫做 闭 的 ， 是 指 它 满足 clf = f. 这 
样 ， 对 于 一 个 真 凸 函数 ， 其 闭 性 等 价 于 其 下 半 连 续 性 . 

给 定 R" 上 的 一 个 真 吓 函数 f, 从 定义 有 


epi(clf)= cl(epi]), 
而 且 
(cl 力 (o)=infftphe 再 | (ceEclepi 力 } 2 € IR". 
由 此 可 见 | 
(cf)(z) = limipf f(y), + € R”. 
直观 上 ， clf 是 由 呈 集 cl(epif) 的 下 边界 所 界定 的 上 


函数 ， 下 面 我 们 列举 几 个 简单 的 闭 包 运算 的 例子 . 
例 2.4.1 ”考虑 西 函 数 f : R 一 (一 o00, co| 


0, 2 > 0， 

f(z) = | cco，2Z<0. 
那么 0 > 0 
9 L — 让 
ahnw={。 0 
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例 2.4.2 设 M={toe)e 瑟 2| 弛 + 总 < 二 , 考 
虚 及 ?2 上 的 凸 函 数 天 


0, TE int M, 
“EE r € IR*\M, 
[0, oo] 中 任意 值 ， |z| = 1. 


那么 
0， rEM, 


上 述 例子 表明 ,通过 对 凸 函 数 在 某 些 点 上 重新 赋值 就 能 
使 之 成 为 更 正则 的 是 函数 . 换 句 话说 , 对 一 个 给 定 的 凸 函 数 ， 
闭 包 运 算 不 用 对 函数 值 作 重大 改变 就 能 把 它 变 为 具有 较 好 性 
质 的 闭 的 凸 函 数 . 闭 包 运算 在 理论 上 和 应 用 上 的 价值 也 正在 
于 此 . 

下 面 我 们 进一步 讨论 凸 函数 /与 其 财 包 cif 之 间 的 关 
引 理 2.4.2 设 j : 现 " 一 [一 00,o0| 为 西 函 数 ， 那 么 


ri (epi f) = {(2,1) € IR"T | 7 € ri(dom f)), 
f(z) < A < ooj. 


”证 明 ”实际 上 引 理 的 结论 可 直接 从 定理 1.4.18 推出 ( 取 
m= 1,M = epif ). 这 里 我 们 给 出 另 一 个 证 明 - 用 M 表 
示 上 式 右 端的 集合 ， 则 显然 有 
ri(epif)C M. 
因此 只 须 证 明 反 包含 关系 :M C i (epif)， 为 此 我 们 应 用 
关于 判别 凸 集 相对 内 点 的 定理 1.4.11. 设 zo E ri(dom 了 )， 
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f(xo) < 和 A 和 0 < eco. 我 们 要 证 明 (zo, Xo) Ee ri(epi 力 . 任 取 
(z,X) E epif, 即 Fz) < 入 <cc. 于 是 依据 定理 1.4.11, 存 
在 ko>>1 使 


z= (1— Ho0)7+ Horo E domf. 
又 根据 定理 1.4.11, 如 果 能 找到 一 个 K > 1, 使 得 
(1 — pj)(z, MN) +HA(zo,Xo) € epif, 
" w= (1 r+ ro e domf, 
oj < (1 ~ HA+ HN, 
则 (zo, Ao) E ri(epi 耻 ). 为 此 ， 对 于 0<v<1, 令 
zrv)= (1 一 2Z)z 一 ZZ0 
= (1—v)(1 — po)z + ((1 一 7)HUo 十 Z)Zo 
一 ( 工 一 AZ))z 十 AZjzo， 
其 中 zz) = (1 一 中 po 十 显然 1 < Hz) < po. 再 令 
Ee 二 和 0 一 f(z0), 则 由 f 的 凸 性 得 
f(z(v)) < (1 = v)f(z) + vf(ro). : (2.42) 


另 一 方面 ， Xo 可 表示 成 x0 = 0 一 WA 二 3 向， 于 是 同 
样 由 f 的 凸 性 得 


f(z) > (1 ~ po) f(z) 十 jof (wo). l (2.4.3) 
因此 从 式 (2.4.2) 和 (2.4.3) 可 得 
f(z(v)) < (1— pv)A+HV NG — er 
+(1 — [f(z) + (po — 1)X — Mopol. 
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今 选 择 v E (0,1) 使 得 
am 2 DS) + (po — DA -pomll<e 
并 取 =k(v), 则 > 1 并 且 
f(1 一 AD + Hx0) < (1 — WH)A+ po, 
即 : 
(1 一 Aiz,A) 十 HAzo MN) € epif. 站 

从 闭 包 的 定义 直接 可 知 :clf < 访 并 且 访 芭 户 一 
cl 矿 clfo. 进一步 我 们 有 如 下 推论 : 

推论 2.4.3 设 fg 为 IR" 上 的 两 个 真是 函数 满足 
| ri (dom f)= 二 Ti(dom 9g), 并 且 

f(z) = g(+), Vz € ri(domf)(=ri(dom g). 
那么 clf = clg. 

证 明 ”根据 引 理 2.4. 2, 定理 的 假设 意味 着 

ri (epi f) = ri (epig). 
于 是 由 定理 1.4.3 得 到 
cl (epi f) = cl (epi 9), 
这 正 是 说 clf = cl9. : - 时 二 
推论 2.4.4 设 f 了 是 J 人 RE" 上 的 真 凸 函数， 和 ER 和 7 E€ 
dom f 使 得 f(x) < 和 入， 那么 必定 存在 某 个 y € ri (dom f) 
使 得 f(y) < 入. 

证 明 事实 上 , 假设 f(z) < 入 意味 着 Ren+1 中 的 开 半 
空间 {tz,/ | x € 再 "< 》} 与 上 图 epif 相交 . 于 是 依 
据 推论 1.4.7， 

{ (x, 2) 四 E Re",p < A}Nri (epif) * D, 
这 正 是 说 存在 y eri(dom f) 使 得 f(y) < 入 
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推论 2.4.5 设 f 是 JR" 上 的 真 吓 函数 ，M CJR" 为 
一 凸 集 使 得 ri MC dom f. 假定 对 于 入 € 民 , 存在 xX € clM 
满足 f(z) < 入 则 必 存 在 茶 个 y € riM 使 得 f(y) < 入. 

证 明 ”定义 上 山 函 数 g : IR" 一 (一 ~0, oo|， 


f(z), zr EclM, 


gz) = {re r € JR \clM. 


显然 ri (dom9) = ri MM. 依 假设 g(x) < 入 , 从 而 由 推论 2.4.4， 
存在 某 个 ye ri(domg) = riM 使 得 g(y) < 入 但 iiM 
dom f, 因此 g(y) = f(y). I 
推论 2.4.6 设 f 为 及 ”上 的 真 吓 函数 ,并 和 且 古 集 MM C 
dom 9. 如 果 f(z)> 和 ,vz EM, 则 f(y)>A, vy€EclM. 
证 明 事实 上 ， 如 果 存 在 y € cl7M 使 f(y) < 和, 则 依 
推论 2.4.5, 必 存 在 x EriM 使 Flz) < 入, 导致 矛盾 . | 
定理 2.4.7 RR” 上 任意 非 真是 下 半 连 续 隆 数 f 不 可 能 
取 有 穷 值 . 
证 明 依据 定理 2.2.11, 非 真 凸 函数 在 Ti(dom f) 上 
取 值 一 0o0. 因此 从 下 半 连 续 函 数 性 的 定义 可 知 : 


xzEcl(ri(domf)) 一 jz) = 一 oo， 


但 从 定理 1.4.5 又 可 得 到 : 
cl (ri(dom f)) = cl(domf) I domf. 
由 此 可 见 定 理 结论 成 立 . ， 
这 个 结果 表明 : 及 ”上 仅 有 的 下 半 连 续 非 真 西 函数 只 有 
两 个 : 即 和 恒 等 于 二 oo 或 一 00 的 两 个 常 值 画 数 . 
下 一 个 定理 也 许 是 关于 闭 包 运算 的 最 重要 的 结论 . 
-120 . 


定理 2.4.8 设 /三 : JR" 一 (一 00, co] 为 真是 函数 ,那么 
clf 是 闭 的 真 凸 函数 ;此 外 ， cl 与 f 至 多 在 dom j 的 一 
些 相 对 边界 点 上 取 不 同 值 . 将 别 地 由 此 可 见 了 在 ri(dom 了 ) 
中 下 半 连 续 也 数 . 

证 明 ” 仅 需 证 明 后 一 部 分 结论 . 设 z € ri(dom 了 ), 考 
虑 RY 中 的 铅 冬 直线 工 = {(x,4) |4E 忆 }. 从 引 理 2.4.2 
知 Lmri(epif) 汉人 于 是 根据 定理 1.4.13， 

LNcl(epif)= cl(LNepif) = LNepif. 
(注意 对 于 仿 射 集 上 , cl 元 = 工 ) 这 正 是 说 
(a f)(z) = f(z). 
最 后 ， 当 z 4 cl(dom f) 时 ， 依 clf 的 定义 ， 
cl (dom f) 2 dom (cl f) D dom f. 
因此 
of(z) = f(z) = o%. | 

推论 2.4.9 ”如果 f 是 再" 上 的 真 凸 函数 , 则 dom 与 
dom (clf) 的 差别 至 多 是 加 上 dom f 的 一 些 相 对 边界 点 . 
特别 dom (clf) 与 domf 有 相同 的 闭 包 和 相对 内 部 以 及 相 
同 的 维 数 . 

推论 2.4.10 如果 f 是 有 R?” 上 的 真 凸 函数 ， 并 且 
dom f 是 一 仿 射 集 ， 则 f 是 闭 的 ， 即 f 是 下 半 连 续 的 . 

上 面 的 讨论 表明 ， 耳 函数 上 除了 dom j 的 某 些 边 界 点 
外 总 是 下 半 连 续 的 ， 下 一 节 中 我 们 将 看 到 ， 了 实际 上 相对 
于 ri(dom f) 是 连续 的 . 

下 一 个 定理 为 计算 凸 函数 f 的 闭 包 clf 提供 了 更 为 简 
单 的 极限 公式 . 
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定理 2.4.11 设 f 是 至” 上 的 真 凸 函数 ， 并 设 Z《 
ri (dom f), 那么 


(NW = lm Nr+W, vyeR. 


证 明 由 于 clf 下 半 连 续 ， 并 且 clf < f, 我 们 有 
(7)(Y) < lim inf f((1 ~ Nz + MW). 


于 是 我 们 只 要 证 明 
(cl f)(y) > lim sup f((1 一 入 )D + MY). 
假定 8 € 民 满足 B86 > (clf)(y), 并 任 取 一 实数 @ > f(z). 
于 是 ， : : 
(y, 8) € epi (cl f) = cl (epi f), 
(x, Qa) € ri (epif). 

因此 根据 定理 1.4.1， 

(1 — MA)(z,a)+ A(y,P) Eri(epif), 0<A<L1, 
于 是 z 

f((1—Ar+Ay) <(1—-Na+26, 0<A<1. 
由 此 得 到 
lim sup f((1 ~ Nz++ XYy) < limsupl(l ~ Na+ A = 6. 

AT1 入 T1 

由 于 6 (dl 了)(y) 的 任意 性 ， 定 理 得 证 . 

推论 2.4.12 设 了 是 及" 上 的 闭 真 凸 函数 ， 则 

f= -N+M), vredomf,ye RF",. 
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证 明 设 wA) =AFGI-Az+》X)0<A<Ll 并 
用 ee 把 yp 延 拓 成 全 及 上 的 凸 函 数 、 显然 p(0) = f(z) < 
co Pp(1) = f(y). 从 了 的 闭 性 容易 推出 p 的 闭 性 ， 并 且 
dom p C 10,1. 如 果 y € domf, 则 int (dom ww) = (0,1). 
于 是 Hp p(X) = pl1). 如 果 y 4 dom f, 则 当 domw 含 内 
点 时 ， 依据 定理 2.4.11 有 lm po() = 一 (cleji = yp(1); 而 
当 int (dom yp) = 时 , 极限 刘 2f(A) 和 gp(1) 显然 都 是 co. 
现在 我 们 来 讨论 上 一 节 中 提出 的 凸 范 数 表示 成 一 族 仿 射 
人 
对 于 西 函数 三 : 一 (一 00, ooj, 我 们 用 40 表示 不 
超过 的 信里 函数 生体 换 句 话说 ，a € 4A(f) 意味 着 存在 
一 个 向 量 Za E JR"” 和 一 个 实数 a。€E 甩 使 
a(z) = (人 zx,z) 十 aa < f(z), vre Rr". 
定理 2.4.13 设 皇 为 有 R” 上 的 真 员 函数， 则 
f(x) = sup a(z), Vz € ri(dom f). (2.4.4) 
a€ A(F) 


证 明 ”只 须 证 明 对 于 任意 zo € ri(dom 了 ), 存在 一 个 
a € A(f) 使 得 a(zo) = f(zo). 事实 上 ， 依 据 引 理 2.4.2 有 
(xo, jzo)) Yri(epif). 于 是 由 凸 集 分 离 定 理 1.5.4, 存在 非 
零 (z,7Y) E 及 "”x 肥 满足 


(2, Z0) 十 了 TFZo) < (2 DZ) + Yo, 
《2z， Z0)》 十 yf(zo) < (2， 7) 十 yaQ， 
\ V(z,a) € ri(epif). (2.4.6) . 
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特别 在 式 (2.4.5) 中 取 z = zo, a < f(zo) 可 知 Y 二 9. 同 
时 ?= 三 0 也 不 可 能 ， 因 为 否则 的 话 ， 从 
(xo, f(zo) + PB) Erilepif), vB>0 
推出 式 (2.4.6) 不 可 能 成 立 . 因此 ?7 > 0. 令 
a(zZ) = (2,Z)/T7 十 < (z, rz0)/7Y + f(zo), (2.4.7) 
则 由 式 (2.4.5) 得 到 
a(r) < f(x), Vz € domf. 
从 而 a € A(f), 并 且 由 式 (2.4.7) 知 a(zoj = f(zxo). I 
推论 2.4.14 设 了 : 瑟 一 吾 为 凸 画 数 ， 则 
f(z) = Sup a(z), vrE€E FR". 


注意 定理 2.4.13 中 的 结论 不 能 推广 到 一 切 x € JR”: 
f(r) = Sup a(z), Vz € IR". (2.4.8) 
EA(f). : 
这 是 因为 _ 族 闭 的 真 本 函数 的 上 包 络 仍然 是 闭 的 ， 因 此 ,起 


(2.4.8) 右 端 作为 仿 射 函数 的 上 包 络 一 定 是 下 半 和 连续 的 . 但 
我 们 知道 ， 凸 函数 未 必 都 是 下 半 连 续 的， 例如 民 上 的 真 目 


| 0， TE (—1, 1), 
f(z) $1, Zz 二 土 ], 
co， |z| > 1， 

在 2 二 土 ] 时 就 不 是 下 半 连 续 的 . 从 而 式 (2.4.8) 不 成 立 . 

定理 2.4.15 设 f: JR” 一 (一 00, co| 为 真 凸 函数 ， 那 
么 式 (2.4.8) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 在 全 JR” 上 是 下 半 连 
续 的 . 
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证 明 “只 须 证 明 充分 性 ， 于 是 设 /是 下 半 连 续 真 目 函 
数 . 任 取 zo E dom 了 和 & > 0, 则 


z (zo, f(x0) ~ €) ¢ epif = cl (epif). 
于 是 由 凸 集 强 分 离 定理 1.5.6 和 推论 1.5.7, 存在 非 零 (z,7) 
€ JR” x 反 使 得 

(z,Zo) 十 (czo) — Ee) < (z,7)+ Ya, V(r,a) E epif. 
依照 定理 2.4.13 中 的 推理 可 知 7 > 0. 令 
ac(z) = —(z,7)/7Y + (z, Tz0)/Y + (fro) — e), 
则 ae € 4(f) ,并且 
Qe (20) = f(xo). 
由 于 >> 0 的 任意 性 ， 这 就 证 明了 
f(zx0)= sup alzo)， wo € domf. 
a€A(F) 


最 后 我 们 证 明 ， 当 zi & dom f, 即 f(z1) = oo 时 也 有 


sup a(7X1) = oo 
a€EA(T) 


事实 上 , 由 于 zl 4 dom f, 故 对 任意 B e IR, (z1, 8) ¢ epif. 
于 是 再 次 利用 推论 1.5.7， 存在 非 零 (zm) E ee x 及 和 
HE JR,6 > 0, 使 得 
{ 全 十 ?30 一 KH 一 << KH < (zl 7X) 十 iQ， 
VY (za) € epif. 

同 前 面 一 样 ， 我 们 仍然 有 ~Y1 之 0. 现在 分 别 讨 论 两 种 情形 : 
(1) 7 > 0. 记 ag(7) = —(21,7)/Y1+ (21, 71)/Y1+ 6; 

则 ae € A(f), 并 且 ag(z1) = B. 由 于 6 >0 的 任意 性 , 
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(2.4.9) 


sup az 二 = co. 


a€A(]) 
(2) nw = 0. 从 式 (2.4.9) 得 到 
0 > 6 + (21,71— 7), vrEdomf. . (2.4.10) 


另 一 方面 ， 由 于 8(dom f) 关 和 存在 zo EIR*" 和 meER 

使 得 | 
f(z) > zor) 十 70， VrE€ RR", (2.4.11) 

即 f 下 有 界 于 一 个 仿 射 函数 . 现在 把 式 (2.4.10) 两 端 乘 以 

n 并 与 (2.4.11) 相 加 ， 得 到 

f(z) > n+ nz,z1 —2)+ (zo,T)+i+Y, Vr Edomf. 

并 


令 
an(X) = (20 — Nz1, 7) + ne + Yo (nz1, 71), 


风 Un 和 A(f), 并 且 
Qn(T1) 一 10 十 TO 十 (Zz0, Z1). 
由 于 n 可 以 任意 大 ， 所 以 我 们 得 到 


sup al(zZ1) 一 co, | 
aEA(f) 


在 结束 本 节 讨论 时 ， 我 们 再 对 f 的 函数 回收 方向 作 一 
些 说 明 ， 定 理 2.3.11 指出 ， 对 于 及” 上 的 真 凸 函数 f, 为 
了 向 量 y € JR" 属于 了 的 回收 维 ， 必 须 且 只 须 对 于 任意 
Z E JR",f(z+ A 和 Ay) 作为 入 € 民 的 函数 是 不 递增 的 . 当 上 
还 是 闭 的 时 候 ， 上 述 结 论 可 以 加 强 . 我 们 有 

定理 2.4.16 设 了 为 R" 上 的 真 丁 函数 ，y 6E J". 对 
于 给 定 的 zx € R", 如 果 有 
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liminf f(z 十 AZ) < 十 co， (2.4.12) 


则 f(z 十 和 y) 作为 入 & 矶 的 函数 是 不 递增 的 ， 当 f 还 是 闭 
的 时 候 ， 只 要 (2.4.12 对 于 某 个 z € dom f 成 立 ，f(z +Xy) 
对 于 任意 ZE JR" 作为 入 € 民 的 函数 是 不 递增 的 ， 从 而 y 
是 f 的 一 个 回收 方向 
证 明 如果 式 (2.4.12) 成 立 ， 则 存在 a € 到 使 得 
liminf f(z + W) < a < 十 co， (2.4.13) 
令 9(A) = jz+Xy) 则 9 是 及 上 的 真 凸 函数 ， 并 且 从 
式 (2.4.13) 可 知 存在 序列 {( Xe,a) | 上 > 1} C epig, 其 
中 和 一 十 oo(k 一 00). 序列 {Ck,Q) | > 1} 的 凸 包 是 
沿 着 向 量 (1,0) € JR? 方向 的 一 条 半 直 线 ， 并 且 包 含 在 闭 凸 
集 epi (clg) 中 . 因此 向 量 (1,0) 是 epi(clg) 的 一 个 回收 方 
向 ， 从 而 clg 是 到 上 的 一 个 非 增 函 数 . clg 的 有 效 定义 
域 dom (clg) 必定 是 且 上 的 一 个 右 无 界 的 区 间 . 依据 定理 
2.4.8, clg 仅仅 在 其 有 效 定义 域 的 边界 点 上 可 能 跟 g 取 不 同 
值 ， 因 此 9 本 身 ， 即 f(x 十 和 y) 是 丽 上 的 非 增 函 数 . 
” ”如果 f 还 是 闭 的 ， 则 根据 定理 2.3.10 中 的 公式 (2.3.4)， 
当 存 在 一 点 了 E dom 使 得 f(z + 和 y) 为 和 的 非 增 冰 数 时 
有 (fo0t)(y) <0.  . I 
“推论 2.4.17 设 是 有" 上 的 真 喇 函 数 ，y E IR" 
那么 为 了 对 于 每 一 个 ZE JR"，f(z 十 和 y) 是 入 e 现 的 常 值 
函数 ， 必 须 且 只 须 (f0+)(y) 和 0 和 (Jo+)(-J) <0. 在 上/ 
还 是 闲 的 情况 下 ， 只 要 存在 一 个 x 和 某 个 实数 a 使 得 
f(z+AW) Sa, vAER, 


则 上 述 条 件 就 满足 . / 
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集合 {y € JR" | (f07+)(y) < 0,(j07)- 切 < 0} 是 包 
含 在 f 的 回收 锥 中 的 一 个 最 大 的 子 空间 ， 我 们 把 它 称 作 f 
的 常 值 空间 (constancy space). 的 常 值 空间 中 的 向 量 叫 
做 f 的 常 值 方 向 . 

定理 2.4.18 设 f 是 ”上 的 闭 真 目光 数 . 那么 了 的 
所 有 非 空 的 水 平 集 Sa(f) = 二 {x € IR” | f(z) < Qa},a € RR, 
都 有 相同 的 回收 锥 和 相同 的 直线 状 空间 ， 也 就 是 f 的 回收 
锥 和 常 值 空间 . : 

证 明 只 须 注意 依据 定理 2.4.16, y 属于 S64(f) 的 回收 
锥 当 和 且 仅 当 z : : 

f(z) <<a, A>0—— f(r+MN)<a. | 

推论 2.4.19 设 /是 及" 上 的 真 凸 函数 ， 如 果 水 平 集 
Sa(f) = {zxz | f(x) < Qa} 对 于 某 一 个 a 是 非 空 且 有 界 的 ， 
它 对 于 一 切 a 均 是 有 界 的 . 

定理 2.4.20 设 f 是 R"” 上 的 真 凸 孔 数 ，M C RR” 
为 一 非 空 闭 凸 集 . 假定 9g = 了 + 好) 仍 是 真 凸 的 ， 那 么 
2 是 9 的 回收 方 问 当 且 仅 当 y 是 f 和 好 的 公共 回收 方向 . 

证 明 留 作 练习 . | 

定理 2.4.21 设 了 是 有 ”上 的 真 吊 水 数 ， 并 设 a €R, 
ca > inf{f(z) | Xz € JR"}. 那么 水 平 集 {2 | f(x) 入 Qa} 和 
{z | f(z) < a} 有 相同 的 闭 包 和 相同 的 相对 内 部 ; 也 即 分 别 
是 


~ {z|(cf)(z) < oa} 和 {reri (dom f) | f(4) < a}. 


证 明 设 MM={(z,a)| ze JR"} 为 R"t1 的 水 平 超 
平面 . 根据 引 理 2.4.2，M nri (epi 了 ) 关 0. 注意 


Mnepij = za) | f(x) < oal. 
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依据 定理 1.4.13，M mepiy 的 闭 包 和 相对 内 部 分 别 为 M 
Nel (epif) 和 MNri(epif). 但 cl (epif) = epil(clf), 因 
陛 ， . 
cl{z| f(x) <a}= {zx|(cf)(r) < a)}, (2.4.14) 
ni{z | f() <o} = {z eri(domf) | f(z) < ol} 
(2.4.15) 
从 式 (2.4.15) 得 到 


ri{z | f(z) <a} c {2 1f(z) <a} c {zr | f(r) < oa}. 


因此 {z | f(z) < a} 与 {z | f(z) < Qa} 具有 相同 的 闭 包 和 
相同 的 相对 内 部 . 
习 题 2.4 

2.4.1 人 Rr" — (- 00, oo] 为 凸 函数 . 如 果 存 在 一 点 z0 6E 
ri (dom f) 使 
f(x0) = sup{f (2) | ze R"}. 
求证 三 为 常 值 函数 ， 
2.4.2 设 M 是 JR” 的 非 空间 凸 子 集 试 证 : 示 性 函数 5(zx|M) 
是 至” 上 的 下 半 连 续 真 凸 函 数 . 
”2.4.3 ”研究 下 列 函 数 的 下 半 连 续 性 : 
LUz，Yz>0 加 Z2， VzZ| < 1 
fm vr<0: 四 = 人 V|z| 并 
2.4.4 设 M 是 而 "的 非 空 闭 凸 集 ， 试 证 : 5(-|24) 和 IM 具有 相 
同 的 回收 方向 . 
2.4.5 设 了 为 RR” 上 的 真是 函数 ， 试 证 :y 为 了 的 回收 方向 ， 即 
(f0t+)(y) < 0, 当 且 仅 当 (y, 0) < 0+ (epi 了 ), 或 者 当 且 仅 当 对 于 任意 
满足 f(xX) <v 的 (Zz,v)€ IR"*1 有 z 


f(z+ A <rv, YA>0. 
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而 当 了 还 是 闭 的 时 候 ， 则 9 是 f 的 回收 方向 当 且 仅 当 对 于 某 个 z， 从 
(z; zy) E epi 出 发 的 "水平 ”方向 的 半 直 线 {(z 十 和 y,v) 入 之 01 都 
包含 在 epi 了 中 . 

2.4.6 完成 定理 2.4.20 的 证 明 . 


2.5 凸 函 数 的 连续 性 


上 一 节 我 们 指出 吾 ” 上 的 真 凸 男 数 f 在 其 有 效 定 义 域 
的 相对 内 部 ri(dom f) 中 是 下 半 连 续 的 ， 并 指出 适当 改变 
其 在 相对 边界 上 的 值 就 成 为 有 局 * 上 的 下 半 连 续 也 数 . 现在 
我 们 进一步 证 明 ， KR" 上 的 真 吓 函数 f 相对 ri (dom 了) 还 
是 连续 的 . 

JR" 上 的 函数 称 为 相对 于 JR” 的 某 个 子 集 M 是 连续 
的 ， 是 指 了 人 限制 在 M 上 是 一 个 连续 函数 ; 换 句 话说 ，f 相 
”对 于 MM 连续 ， 是 指 对 任意 zo € MM, 当 zz 沿 着 M 趋 于 zo 
时 f(z) 收敛 于 f(z0), 即 


lim f(z) = f(zo0). 


区 一 人 0 


EM 

定理 2.5.1 设 了 :及 "一 (一 00, 十 oo0] 为 真 凸 函 数 ， 那 
么 f 相对 其 有 效 定义 域 dom f 的 相对 内 部 ri (dom f) 是 连 
续 的 . 

证 明 我们 在 定理 2.4.4 中 已 经 指出 f 在 ri(dom 了 ) 
中 的 下 半 连 续 性 . 为 证 f 相对 于 ri(dom /) 的 连续 性 ， 
只 须 证 明 f 相对 于 ri(dom f) 的 上 半 连 续 性 . 于 是 任 取 
Zo Eri(dom f) , 并 设 


Tk Eri(dom f), lim Xk 一 70, lim f(r) = 凡 ， 
今 证 A 三 f(zo). 事实 上 ， 否 则 ， f(zo) < kh, 于 是 由 引 理 
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2.4.2, (zx0, 4) € ri(epi f). 但 是 : 
(zk, f (Tk)) = epif, lim (zk, f (zxk)) 一 (zo 由， 


故 当 天 充分 大 后 ， (zk f(zZx)) E ri(epi 了). 但 这 是 不 可 能 
的 . 
推论 2.5.2 上 辆 函数 了 :天 "一 下 是 三" 上 的 连续 阴 
数 . 

上 述 定理 的 重要 性 在 于 函数 的 凸 性 隐 舍 了 函数 一 定 程 度 
的 连续 性 . 例如， 设 7 为 某 一 指标 集 ， 对 于 每 一 1€1,fi: 
有 一 五 为 凸 画 数 ， 且 

fi(r) <C(r), vi€EJI,vreR” 


其 中 常数 C(x) 仅 与 ze 丽 * 有 关 ， 而 与 i 了 无关 ， 那么- 
该 函数 族 的 上 包 络 


h(xz) 人 Esup{fi(z)|iel}, vreI" 


在 R" 上 也 是 连续 的 
定义 在 集合 M C JR" 上 的 实 值 函数 f 称 之 为 相对 于 
M 是 Lipschitz 连续 的 ， 是 指 存在 一 个 常数 C > 0 使 得 


If(z)— fy)| Clr yl, vrveM. 


特别 地 ， Lipschitz 连续 性 蕴涵 着 一 致 连续 性 . 
定理 2.5.3 设 :RR"” 一 (一 00, 十 00] 为 真是 函数 ， 
Ah 为 ri(dom 了) 的 任意 闭 有 界 子 集 . 那么 上 相对 于 AM 是 
Lipschitz 连续 的 . 
证 明 用 Bm(0,e) 表示 afM 中 以 0 为 中 心 、e 为 半 
径 的 闭 球 ， 即 Bm (0,e) 全 {rz eafM||lzi| <e}. 由 于 MM 
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是 ri(dom 力 中 的 有 和 界 闭 集 ， 故 必 存 在 = > 0, 使 得 
M + Bw(0,e) C ri(dom f). 
依据 定理 2.5.1, f 在 M + Bm(0,e) 上 相对 ri (dom 用 


是 连续 的 . 但 显然 M 十 Bm(0,e) 是 有 界 闭 集 ， 故 f 在 
MM.+ Bm(0,e) 上 有 界 ， 即 存在 实数 al 和 a2, 使 得 


a< f(r) < ao, Vr EM+Bm(0,e). 
现在 任 取 两 不 同 点 X,Yy € MM, 并 令 
z=Yy+(e/llz -yl|)(y — 2). 
那么 zE€ M+ Bxm(0;e), 并 且 : 
=(L-Az+Az ASlz -yl/(e+lz -yD). 
显然 0 < 入 < 1. 于是， 由 f 的 凸 性 得 到 


f(y) < (1 — NFz) + AFz) = Fz) + ACFz) — f(z)). 


jz 一 刀 


f(y) — fz) SN oD) = 


(a2 一 al) 


<aly—zl, aE (os - an/e. 

上 式 对 一 切 zx,y € AM 成 立 ， 故 这 就 证 明了 了 相对 于 AM 的 
Lipschitz 连续 性 . 

对 于 丽 "” 的 子 集 M 上 的 函数 族 {11 ET} (I 为 某 个 
指标 集 ), {| i Ee 7 了} 称 为 相对 M 等 度 Lipschitz 连续 ， 是 
指 存 在 实数 a > 0, 使 得 

[fi(z) ~ f(D < allz yl, ver,y ee M,viel. 
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特别 地 , 相对 于 M 等 度 Lipschitz 连续 的 函数 族 {f; | i € 了 } 

必 是 相对 人 M 一致 等 度 连续 的 ， 即 对 任意 给 定 的 6 > 0, 存 

在 6 = 二 6(e) > 0, 使 得 z 
rz,y EM, lz —yl < 6 == |f(z)— fi(y)| < ee, vi El. 


函数 族 { 户 | ie 1} 称 为 在 M 上 点 点 有 界 ， 是 指 对 于 每 一 
xX E ji, 存在 仅 与 2 有 关 的 两 个 实数 C1(z) 和 Co2(2Z), 使 得 
C1(z) < f(z) < Cslz), viel, 

如 果 上 述 常 数 C1(7X), C2(7) 与 x 也 无 关 ， 则 称 {fi | ie€E7} 

在 JM 上 一 致 有 界 . 

定理 2.5.4 设 M C JR" 为 相对 开 同 集 ， 又 设 {到 | 
i € JT} 为 M 上 一 族 实 值 凸 函数 (了 为 某 指标 集 ). 假定 
{ 户 人 iiE 下 在 M 上 点 点 有 界 ,并 设 9C AM 为 闭 有 界 子 
集 . 那么 {上 17E€7T} 在 S 上 一 致 有 界 ， 并 且 相 对 S 等 度 
Lipschitz 连续 . 

证 明 令 

f(z)= sup{fi(r)|liET}, zeEM. 
由 {天 1 ie 7} 的 点 点 有 界 性 假设 ，f 是 M 上 的 有 穷 值 上 
函数 ， 并 且 dom f = M 为 相对 开 集 . 因此 由 定理 2.5.1, 
相当 于 ML 是 连续 的 . 特别 地 ， 卫 在 MM 的 也 有 界 子 集 9 上 
一 致 上 有 界 ， 即 存在 常数 C2 € 办 使 得 
f(z) < C2, VrEDS,. 


于 是 从 了 的 定义 得 到 
fi(r) <C2, vres, viel. 
为 证 明 {上 | ie 了) 在 S 上 一 致 下 有 界 ， 只 要 构造 一 个 实 值 
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连续 函数 9 : M 一 现 ,- 使 得 
fi(z)>g(z), vreM, viel. (2.5.1) 
任意 取 定 一 个 点 zo e M, 由 假设 得 到 
0 <al=inf{ff(r0) [ie I}. 
选择 e > 0 充分 小 使 得 
Bu (zo,e) CM, 
这 里 Bu(z0,e) = {xz € afM | llz— zoll < sj 又 
设 as 为 f 在 闭 球 Bxm(zo,E) 上 的 一 个 正 上 界 . 对 于 任 
意 x EM,z# To, 令 
人 = 
之 二 Z9 十 [ET 一 2Z)， 
则 | z z / 
zo= (1— Nz+Mr, AESe/(e tl ~ zol 
由 于 z € Bm(zo,e) CM,0 < 入 <1, 由 fF 的 凸 性 得 到 
Ql < fi(z0) < (1 一 和 人 )fi(z) 十 Mfi(z) 
< (1 一 入 jar 十 入 廊 (z) < Qa2 十 Afi(7x). 
于 是 | z 
f(z) > (al -ao) 人 /= (al ~ a2)(e + lz — zoll)/e, 
: vreM, viel. 
人 g( 四 会 (ok ~er)(e+ 2 一 zwol)/e, 则 9g:M 一 民 是 
z 放 忆 (2.1.5) 的 连续 尊 数 . | 
定理 2.5.5 设 MW € R” 为 相对 开 屿 集 ， TC Re™ 
为 某 一 集合 ， 又 设 f : M x T 一 邮 . 假定 对 任意 固定 的 t € 
7, f(-,t) 是 M 上 的 凸 函数 ; 而 对 任意 固定 的 ZE MM, f(x,.) 
是 全 上 的 连续 函数 . 那么 了 是 Mx 了 上 的 连续 消 数 . 
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证 明 任 取 (zo,to) E M x 工 . 对 于 某 个 a > 0， 4 z 
mr 全 {teT|t 一 toll < o} ZT; 为 工 中 的 紧 子 集 由 
假设 ， 对 任意 x € MM, 函数 f(z,*) 在 To 中 有 界 . 因此 ， 
{fC(,T) 1tET7c} 为 M 上 的 一 族 点 点 有 和 界 的 有 穷 值 凸 函 
数 . 由 定理 2.5.4, 这 一 族 函 数 在 Mh 的 任意 闭 有 界 集 上 等 度 
Lipschitz 连续 ， 于 是 给 定 s > 0, 存在 61 > 0 使 得 对 于 任 
意 t€ 7c， 
rEM, lz 一 zol < 61 一 Te t) 一 f(xo0,t)| < =/4， 


设 z1 € MM 满足 上 zi 一 zol| < 51. 由 于 f(x1,*) 在 to 处 连 
续 ， 存在 02:0 < 02 < 0, 使 得 | 
teT, lt—tol < 6 =—> |f(ri,t) — f(r1,to)| < e/4. 
这 样 ， 当 (x,1) EM x 满足 上 一 zoll <61,|t 一 to < 22 

时 ， 有 
[f(z,t) — | 
十 | f(z1， 六 Po to) ot) f(xo; to)| 
<e/4+e/4+e/4+e/4= 6e. 
这 就 证 明了 f 在 (zo, 如 ) 处 的 连续 性 . ] 
定理 2.5.6 设 i:M 一 忆 为 是 函数 ， 二 1,2,.…， 
MC JR” 为 相对 开 集 . 假定 序列 ( 太 (z)) 在 M 的 一 个 稠 子 
集 M 上 点 点 收敛 ， 且 极 限 均 有 穷 . 那么 订 列 (到 (2)) 的 极 
限 对 一 切 ZE MM 都 存在 ， 且 极限 函数 
f(z) 全 im fr(z), vreM 


是 M 的 有 穷 值 号 函数 . 此外， 序列 ( 挨 ) 在 M 的 每 一 有 界 
闭 子 集 二 一致 收敛 于 上 
证 明 为 记号 简单 起 见 ， 同 时 也 不 失 一 般 性 ， 假 定 MM 
为 ER” 的 开 集 . 设 9 是 M 的 任 一 有 界 闭 子 集 ， 于 是 存在 
MM 的 另 一 个 有 界 闭 子 集 9 , 使 得 
SCintS C S cM. 


(见习 题 1.2.15 ) 根据 定理 2.5.5, { 户 } 在 S' 上 是 等 度 Lip- 
schtz 连续 的 ， 即 存在 常数 C > 0, 使 得 
f(z) — fi(y) < Cllz—yl, veye svi>1. 
由 于 5S' 是 紧 集 ， 并且 M' 在 5S' 中 和 铀 ， 故 对 于 任意 给 定 的 
e > 0 存在 S'NM' 的 一 有 限 子 集 34 使 得 对 于 每 一 ze 3/， 
至 少 能 找到 一 点 z € 56 满足 jz 一 圳 < e/3C. 既然 { 方 } 
在 3S4 上 点 点 收敛 ， 而 且 3! 是 有 限 点 集 ， 故 存在 一 自然 数 
70, 使 得 
fi(z) — fi(z)| < e/3, Vi,j > jo,vz€ 5S. 
现在 给 定 x € 5, 取 z € So 使 得 上 xz 一 zl < e/3C. 于 
”是 对 于 i,j > jo, 我 们 有 
[fi(z) 一 方 (z)| 
< |fi(z) ~— fz) + 1fi(z2) — f(a + 14f;(z) — fy(z)) 
< Clz—2l +e/3+Cllz -zl < es. 
这 样 ， 我 们 证 明了 { 方 (2)} 是 一 收敛 序列 记 
: f(z) = lim f(z), vzeS, 
则 f(z) 为 有 穷 数 , 并 且 对 于 给 定 的 s > 0, 存在 jo > 1 使 得 
f(z)— f(z) Se, VreS,Vi> Nn. : 
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这 表明 (万 ) 在 S 上 一 致 收 伍 于 了 . 由 于 5 是 M 的 任意 有 
界 闭 于 集 ， 了 定义 在 整个 M 上 ， 并 且 处 处 取 有 穷 值 ， 最 后 
f 的 凸 性 可 从 每 个 方 的 凸 性 : 


fi((1— Nz + Ay) < (1 — Nfi(z) + A 四 
v7z1, vr,y€E M. : 
取 极 限 得 到 . 四 
推论 2.5.7 设 为 丽 "” 的 相对 开 凸 集 ， 设 是 AM 
上 的 有 穷 值 凸 函数 ,而且 M 上 有 穷 值 凸 函数 序列 ( 方 ] 满足 
lim n sup fj?) < f(z), vreM. 


那么 对 于 M 的 每 一 个 闭 有 界 了 入 S 和 < > 0, 存在 指标 jo， 
使 得 
fi(z) < f(z)+e, Vi2> 7, vres. 
证 明 令 gj(7) = max{f;(7), f(z)}. 不 难看 出 有 穷 值 
凸 隔 数 序列 (9j) 在 M 上 点 点 收敛 于 f, 因此 它 在 S$S 上 一 致 
收敛 于 ff. | 


习 题 2.5 | 
2.5.1 设 工 为 任 一 集合 ， 并 设 ff: 及 ”x 了 一 民 . 假定 对 于 
每 一 固定 的 t € 了 , zi 是 ZE 民 ” 的 凸 函数 ， 而 对 于 每 一 固定 的 
Z E JR", f(x,t) 作为 t 的 函数 是 上 有 界 的 ， 那 么 
g(z) = sup{f (2,) | ET), zeER”" 
是 到 ”上 的 连续 函数 . 
2.5.2 设 了 :至 "一 下 为 止 函 数 ， M C 有 ”为 一 非 空 止 集 . 
令 9g(z) = 6(z| 一 M0). 试 证 : 
h(z) = (fogj(z) = inf{f(s — z) + 6(z| — M) |z € R") 
是 及 ”上 的 连续 函数 . 
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2.5.3 在 到 2 上 定义 函数 


£2 /2€1, £1 > 0, 
flé1,£2) = 4 0, i= €2 = 0, 
十 co， 其 余 处 . 


分 析 该 函数 在 其 有 效 定义 域 相对 边界 上 的 连续 性 . 

2.5.4 设 f 是 再 "上 有 穷 值 凸 函 数 ， 试 证 : 为 了 下 在 整个 JR” 
上 一 致 连续 ， 必 须 且 只 须 f 的 回收 函数 f01 是 处 处 有 穷 的 这 时 了 实 
际 上 是 下 上 的 Lipschitz 连续 函数 . 


2.6 茶 些 财 性 判 据 


上 集 积 凸 函数 有 许多 和 运算， 这 些 运 算 对 凸 集 和 凸 函 数 的 
团 性 会 带 来 件 么 影响 ? 例如 ， 我 们 已 经 知道 ， 对 于 给 定 的 凸 
集 M C JR". 和 线性 变换 4 : JR" Rm, 我 人 有 ri(A4M) = 
A(TiM). 但 对 于 闭 包 运算 一 般 只 有 cl(Am) C A(clM). 在 
什么 条 件 下 才 会 有 cl(A4M) = A(clM) 呢 ? 在 号 隔 数 运算 
中 也 会 遇 到 类 似 的 问题 ， 需 要 我 们 仔细 地 去 考虑 . 

我 们 在 1.8 节 中 已 经 定义 了 凸 集 MM 的 回收 锥 0+ AM 的 
概念 ， 它 对 于 解决 凸 集 的 无 界 性 问题 起 了 很 大 的 作用 .对 于 
非 空 凸 集 MC JR", 我 们 知道 集合 (-0 Mno AM 是 M 
的 直线 状 空间 (lineality space), 并 且 有 


(OM NorM= {ye R"|IM+y= M} 
对 于 页 ”中 的 凸 集 M 由 集合 {(z,1) | zx € M] 在 
JR"*11 中 生成 的 凸 锥 记 作 天 , 则 显然 
K = flz AN>ozeAMT 
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引 理 2.6.1 设 MC IR?" 为 一 闲 凸 集 , 五 为 由 人 ZL | 
rx € M}) 在 JR"t! 中 生成 的 凸 锥 :那么 


cK=KU{(x,0)|rz €orM}. 


| 


证 明 记 K' 二 KU{(z,0) zeE0+rM 如 果 7X € 
0+M, 今 证 (x,0) E clK. 事实 上 ， 依 定理 1.8.1, 存在 Xk 6 
MM, A ,| O(k 一 人 00) 使 得 ArTr 一 小 z(k 一 一 oo). 但 (入 KZK， 入 k ) tC 
K, 因此 (x,0) E clK. 剩 下 证 明 clK CK'. 设 (y,H) € 
clK, 则 存在 和 > 0, zk E A 和 kM 使 得 (zk Ak) 一 (9 及. 如 
果 4>0 则 (JE 天 ;如 果 = 0, 则 根据 定理 1.8.1， 
VE 0+AI. | 

定理 2.6.2 设 MC JR” 为 一 非 空 串 集 ，A4 :了 "一 
JRm 为 一 线性 变换 . 记 和 (4)= {z € JR"|Az=0} (4 的 
零 空间 ). 假定 z 
Ot+ (cM)NN(A) C (~0+(c M)) NO (cM). 
那么 四 

cl(AM) = 4(q AM)，0+r4(clM) = 4(0 (cl M)). 
特别 是 ， 若 M 还 是 闭 的 ,并且 (0+M) nN(4) = {0}, 则 
4 人 AM 是 闭 集 . . : 

证 明 只 须 证 明 cl (4M) C A(clM), 即 对 于 任意 ye 
cl (AM), 存在 x € cljM 使 得 y = 4z. 为 此 令 

L=(-0+t(cM))NOT(c M})NN(A), 


则 工 是 RR" 中 的 一 个 子 空间 ， 并 且 根据 有 关 0+(cl M) 的 
假设 ， 
L=0t(d M)NN(A). 
由 于 cl M 有 直 和 分 解 cM = 工 十 Ln (cl MM)), 我 们 有 
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A(cl M) = A(L+ N (cl M)). 
现在 设 ye dl(AM). 对 于 任意 e > 0, 如 果 记 De(4) = 
{rz € IR" ||ly— Azll < e}, 则 
M.= LN(cM)ND(A)AY. 

但 根据 推论 1.8.2， 

Ot Me = 0tL-+ NOT(cl M) NOTD,(A) 

= LiNOt(d MNN(A) = L- NL = {0), 
因此 从 定理 1.8.3 知 M。 是 有 界 闭 集 . 此 外 Me 显然 随 < 弟 
减 而 递减 :0 < sl < sc 一 > Me C lMes. 这 样 ， 根 据 数学 分 
析 中 熟知 的 有 关 和 集合 套 的 结果 ， 得 到 
Gz¥N{Mc le>0}=I NCM)NA YYy, 

从 而 存在 zx € cl MM 使 得 4z = y. 

剩 下 证 明 当 .M 还 是 闭 凸 集 时 4(0+M) = 0+(A4M). 考 
虑 "t+! 中 的 凸 锥 

K={(z,M)|A> 0,7r € AM)} 
以 及 线性 变换 B : RR"+! 一 JR™+1, 
B(x,N) = (Az, A). 
由 于 AM 是 闭 的 ， 从 引 理 2.6.1 知 
cK=0'(cK)= KU{(z,0)|z eoOtM)}. 
注意 B 的 零 空 间 N(B) = {(z,0) | 4z = 0}, 故 
O(cdK)NN(B)C(-0t(cl K))NOT (cK). 
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于 是 根据 上 面 已 证 明 部 分 的 结果 有 cl(BK) = B(cdK). 注 
意 . ， 
B(clK) 
= {(Az,N) |A>0,zeEM}U{(Az,0)|z eotM}. 
另 一 方面 ， 由 于 AMM 是 闭 集 ， 根 据 引 理 2.6.1， 
dd(BK)=c{(y,N|A>o0,ye ANM)= MAAM) 
= {NIA>0,yeEMAM} UY {(y,0) |ye oO (AM)}. 
于 是 cl (BK) = B(clK) 意味 着 
{Az|z EO"M}=01(AM). I 
推论 2.6.3 设 id ,Mm 为 页” 中 的 非 空 凸 集 . 
Zi E 0+ (cl M;), 21 十 … :十 2 一 0 = 全 2Ei 0<X1 < 人 
其 中 Li 为 cl Mi 的 直线 状 子 空间 . .那么 
cMi 二 Mm) = cl Mi + +clMm, 
Ot (cl (Mi + :Mm)) = 0+(cl Mi) + .+ Ot+(cl M,). 
特别 是 如 果 Mi…… Mm 均 为 闭 集 ， 则 在 上 述 假设 下 AM 十 
证 明 设 M 表示 乘积 欧 氏 空间 R™ = R" x.…x R" 
中 的 集合 机 x … x 2Mm, 并 设 线性 变换 4 : RT 一 而 ”， 
4(Z1 ,Xm) = Ti Tm, Vii € IR™. 
那么 4M = Mi 十 … 十 Mim. 但 显然 ， 
: clM = cl Mi x .x cl M,,, 
因此 不 难看 出 ， z 
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Ot(cl M) = 0t(clMi) x :.…. x O(c Mm). 


然后 应 用 定理 2.6.2. z | 

推论 2.6.4 设 KK1,….Km 是 页" 中 的 非 空 凸 锥 ， 满 
是 EcdKi,Addt…+zm=0— EL,i= 1,.…,m, 
这 里 Li 为 cl Ki 的 直线 状 空间 . 那么 

(Kit+:*:+ K2)= cKit+:cl Knm. 

现在 我 们 利用 上 述 这 些 绪 果 来 讨论 凸 函数 . 

定理 2.6.5 设 g: 及 ”一 (一 00,oo] 为 闭 的 真 凸 函 
” 数 ， 并 设 4 : 有 R" 一 Rm 为 线性 变换 ， 假 定 
{z € R” | (g0)(z) <0,(g0")(~z) > O} NN(A4)=0, 


其 中 人 (4 为 4 的 零 空 间 . 那么 在 2.3 中 定义 的 画 数 49， 

(Ag)(y) = inf{g(z)| Az =y}, VEIR™ (2.6.1) 
是 R” 上 的 一 个 闭 的 真 凸 函数 ， 并 且 (49)0+ = 4(90+)， 
此 外 , 当 (49)(g) 关 ce 时 ， 式 (2.6.1) 右 端 中 的 下 确 界 在 某 
个 工 上 达到 . 

证 明 考虑 非 空 s 闭 西 集 epig 种 线性 变换 B : 如 "+1 
JR™t’, B(z,M) = (Az,M),z € R",AM ER. 我 们 知道 epig 
的 回收 锥 是 epi (90+), 并 且 epig 的 直线 状 空间 

(—0+ (epig)) N 0+ (epig) 
= {(z,1) | (g0° )(z) < p,(g017)(—z) < ~—p}. 
由 此 从 假设 可 知 epig 和 B 满足 定理 2.6.2 的 条 件 ， 得 出 结 
论 :B(epig) 是 一 个 非 空 闭 凸 集 ， 其 回收 锥 0+(B(epig)) = 
B(epi(g0Tt)). 此 外 ， 我 们 有 
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Blepig) = epi(49)， 
Blepi (g0+)) = epi (A(g01)). 


于 是 由 B(epig) 的 闭 性 得 知 49 的 闭 性 ， 并 目 式 (2.6.1) 叶 
的 下 确 界 当 (Ag)(y) 取 土 oo 时 在 某 个 z 处 达到 . 
”” 剩 下 要 证 Ag 不 取 一 cc. 为 此 只 须 证 明 其 上 图 epi (Ag) 
不 包含 任何 形 如 {(z, 和) | AE 慑 } 的 铅 垂直 线 ， 但 epi (Ag) 
中 出 现 这 样 的 直线 意味 着 其 回收 锥 

0 (epi(Ag)) = B(epi (g07)) : 
包含 直线 {(0. 和 ) | A < }. 特别 取 入 < 0 可 知 (0, 和 ) € 
epi(A(g0+)), 从 而 必 存 在 某 个 z € JR" 使 得 4z = 0 并 且 
(z, 入 ) € epi(g0+). 这 样 ， (g01+)(z) < 入 <0. 但 90+ 是 正 
齐 性 凸 函数 ， 因 此 依据 推论 2.2.9， 

(g01)(~z) > 一 (90+)(z) > 0. 
这 与 定理 的 假设 相 子 盾 . I 

推论 2.6.6 设 及 ,…, fm 是 "上 的 闭 的 真 西 函数 . 

假定 当 Zly ,on 所 Re™ 满足 


NSE 


(fe0t) (zn) < 0, Do) -a) >0 


k 有 一] 


| 
| me 


时 ， 2 十 2 天 0. 那么 下 端 卷 积 有 口 … 口 fm 也 是 JR" 
上 的 一 个 闭 的 真 凸 函数 , 并 且 (及 口 … 口 fm)(z) 定义 中 的 下 
确 界 对 每 个 z 都 达到 ， 此 外 ， 


(io. Dfn)0™ = 方 0 口 …D 包 0 
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证 明 如 同 推论 2.6.3 的 证 明 那 样 , 定义 乘积 空间 到 rm 
一 有 "xx 及 "到 到 ”的 线性 变换 从 
A(T1, 2Zm) = zi 二 Tm, Ti E len, 
并 设 g 为 RR" 上 的 闭 真 唔 孔 数 : 
gf(zi ,Tm) = f(z1) + + fn(zxm), Zi EIR'. 
然后 应 用 定型 2.6.5 于 9 和 4 即 得 所 要 结论 . I 
定理 2.6.7 设 所 …fmx 为 RR" 上 的 闭 真 是 淫 数 ， 假 
定 丹 十 … 十 fm 不 恒 等 于 co, 那么 万 十 :十 及 也 是 闭 的 
真 吓 函数， 并且 
(fit 十 和)0 = f107 + + fmOT. 
此 外 ， 车 诸 fi 不 一 定 都 是 闭 的 , 但 介 ri (dom fi) 关 0, 则 
c(t fn) = dfit + el fn. 
证 明 今 三 = 万 十 … 十 万， 并 设 
zeri(dom f) = ri( dom fi). 
依据 定理 2.4.11, 对 于 每 个 y € JR"， 


?ry 


(df)(Y) kim f((1 — Nr + XM) = 2 lim fi((1 ~ Nz + yy) 


如 果 每 一 fi 部 是 闭 的 ， 则 lim fi((1 — Nr+ Ay) = f(y). 
从 而 (dl)(y) = f(y): 而 如 果 
z Pi(dom i) #0 
则 依 定理 1.4.13， : 
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ii(dom f) = Ori(dom f;), 


可 见 z € ri(dom 万 ), 二 1,.…,m. 然后 再 利用 定理 2.4.11 
得 
(cl fi)(y) = lim fi((l — Nz + MW), 

从 而 clf = ddfit+ + alfa 有 关 f0+ 的 公式 从 定理 
2.3.10 推出 . . | 

定理 2.6.8 设 g :有 忆 ” 一 (一 00, oo0| 为 真 凸 函数 ， 并 
设 4 : "一 忆 ”W 为 线性 变换 . 假定 94 不 恒 等 于 co. 如 
果 9 是 闭 的 ， 则 94 也 是 闭 的 ， 并且 (gA4)0+ = (90+)4. 
而 如 果 9 不 闭 ， 但 存在 x € JR” 使 得 Az € ri (dom 9), 则 . 
cl (gA) = (cl19)4. 

证 明 我 们 知道 94 是 真 凸 函数 , 如 果 定义 线性 变换 
B: 再"+1 _, Rr"t+l, 


B(z,N = (Az,N), vr € IR",MER, 
则 epi(gA) = B-!epig. 因此 当 g 闭 时 94 也 是 闭 的 ， 并 且 
从 推论 2.3.8 直接 可 得 (94)0+ = (90+)4. 现在 若 9 不 闭 ,但 
47 Eri(domg), 则 从 引 理 2.4.2 知 ， 只 要 取 p> g(Az) 就 
有 B(x, 1) = (Azx, 1) € ri(epig), 从 mi Bi(ri(epig)) #f. 
于 是 应 用 定理 1.4.17, 得 到 
BT (cl(epig)) = cl(B™ (epig))， 


这 正 是 说 cl(g4) = (clg)4. | 
定理 2.6.9 设 {f; |ie 了 1} 是 RR" 上 一 族 真 吊 函数， 


”为 任意 指标 集 . 设 


f= sup{filie7l}. 
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假定 了 在 某 点 取 有 穷 值 ， 并 且 每 一 所 是 财 的 ， 那 么 f 也 是 
闭 真 凸 的， 并且 : 
fot = sup{ f.:07 |i € 1}. 
如 果 fi 不 一 定 全 是 闭 的 ， 但 存在 一 点 z € 四 ri(dom 方 ) 使 
得 f(z) 有 穷 ， 那 么 
clf=sup{clfilie7)}. 
证 明 由 于 epiyj 是 庄 集 合 epi ji 之 交 ,， 故 当 每 个 广 为 
闵 的 时 候 f 也 是 闭 的 . 关于 f01+ 的 公式 是 推论 2.3.8 之 (3) 
的 结果 . 注意 诸 集合 ri (epi 到) 的 交 包 含 点 (z, f(z) 十 1) ( 见 
引 理 2.4.2), 于 是 cl j 的 公式 从 定理 1.4.13 得 到 . 
定理 2.6.10 设 JR" 中 非 空 闭 吓 集 AM ,AM 满足 
如 下 条 件 : 2 E€ 0+ Mi 十 … 十 zm 二 0 二 > 纪 属 于 Mi 的 
直线 状 空间 ，?z 三 1,…,m. 记 M = conv (MiNM::….N M,) 
那么 ， m mn 
clM = J SNM | 和 i 01, >》 Ns 二 上 


i 二 1 1 二 1 
这 里 记号 X > 01 意 指 当 和 ;= 0 时 A 和 iMi 取 作 01+ Mi 而 不 
是 {0}. 此 外 ， 
Ot(cl M) = 0+Mi 十 十 OA 

证 明 设 K; 是 RR"tl 中 由 {(zi,1) | zi € Mi} 生成 的 
凸 锥 ，i 二 1,…,m. 从 引 理 2.6.1 知 ， 
: dd Ki = KiU {(z,1) |z € 0+M;,) 
于 是 根据 关于 回收 锥 0+ Mi 的 假设 ， 应 用 推论 2.6.4 得 到 

el 十 十 下 一 clKI + + cl Km. 
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注意 cl (Ki 十 … Km) 与 到 "+1 中 超 平面 = {(2,1) | 
z € JR"} 之 交 是 Ki 十 … 十 Km 与 而 之 交 的 闭 包 ， 而 
天 1 十 … 十 Km 与 Hi 之 交 恰 好 由 形 如 (z,1) 之 组 成 ， 其 中 
7 属于 某 个 凸 组 合 和 Mi 十 .… 十 和 mMm. 但 所 有 这 样 的 四 
组 合 之 并 正好 是 M (见习 题 1.3.18), 因此 ， 


cl(Ki+ + Km) nN Hi = 1{(7z,1) |ze cM} 
. 一 (cl Ai +++ el Mm) NH. 
这 正 是 说 
cl M = J DM | 入 i 之 OF, > 一 上 
i 二 1] t=1 
由 此 可 见 cd ( 十 … 十 Km) 是 R"+! 中 由 fllz) | ze 
cl Mj} 生成 的 凸 锥 的 闭 包 ， 从 而 它 所 包含 的 形 如 (x,0) 的 
向 量 中 的 x E 0+(clM)( 见 引 理 2.6.1). 另 一 方面 ， 包 含 
在 clKi 十 … 十 dKm 中 的 形 如 (zx,0) 的 向 量 中 的 x € 
0t+ Mi 十 … 十 0+7Mm. 这 样 证 明了 关于 01(clM) 的 公式 成 
立 ， z | 
推论 2.6.11 设 Mi, ,Mm 是 le 中 的 非 空 闭 西 
集 , 假定 它们 有 相同 的 回收 锥 KK. 那么 凸 集 M = conv (M1 
U.….U Mm) 是 闭 的 并 且 其 回收 锥 也 是 五， 
证 明 设 %E 大 满足 有 十 … 十 :zm 二 0, 则 
一 ZL 二 Z2 十 -……' 十 Znm E (—K)NEK. 


类 似 地 可 知 Zi Ee (—K)NK,? 一 1,...,m, 印 4 属于 M: 的 
直线 状 空间 ， 从 而 定理 2.6.10 适用 于 目前 的 情形 . 注意 到 
OF M: = ,= 1,...,m, 可 知 当 和; > 0 时 
Ot AI 十 AjM; 一 Aj(K 十 M;) 一 和 7A4; 一 0A7,; 十 A74I1， 
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这 表明 定理 2.6.10 中 的 Xi > 0+ 可 以 写成 入 > 0. 因此 


clM = AM | 


推论 2.6.12 设 Mi1,…,Mm 是 RE” 中 的 有 界 闭 凸 
集 ， 则 conv (WU …U Mm) 也 是 闭 有 界 的 . 

证 明 这 是 因为 对 于 非 空 M;,0+M; = {0}. I 

推论 2.6.13 设 及 …, fm 是 R" 上 闭 真 凸 函 数 ， 假 
定 它们 都 有 相同 的 回收 函数 有 . 那么 f= conv {1,……, fm} 
也 是 闭 真 凸 的 ， 并 且 其 回收 函数 也 是 8&. 此 外 ,在 定理 2.3.5 
中 关于 f(z2) 的 表达 式 (2.3.1) 中 的 下 确 界 在 某 个 凸 组合 向 
量 处 达到 |. z 

证 明 在 推论 2.6.11 中 取 Mi; = epi i, 根据 假设 ， 
0+M; = epi (fi0+) = ep 这 一天. 因此 M 为 RR"+! 中 的 闭 
凸 集 ， 并 且 0f M = KK. 显然 M 必定 是 某 个 闭 真 凸 函 数 g 
的 上 图 ， 即 M = epig. 从 定理 2.3.5 不 难看 出 f=g. 4 


习 题 2.6 
2.6.1 设 方 , 户 是 到 ”上 的 闭 真 凸 函数 ， 假 定 
(f10+)(z)+ (f20°)(—z) > 0，YVz 天 0. 
试 证 : 户口 户 是 闭 真 凸 函数 ， 并 且 在 下 确 界 公式 
(Po 户 )(z) = inf{fi(z —Y) + foly) |y € RR"} 
中 的 下 确 界 对 任意 固定 的 2 都 被 某 个 Y 达到 . 
2.6.2 设 f= 万 为 机 ”的 闭 真 凸 函数 ， 万 = 6(-| 一 MM) 为 
一 JM 的 示 性 函数 ， 这 里 MM 为 到 ”的 非 空 闭 西子 集 ， 试 证 : 
(f1Df2)(z) = inf{jFl)lyeCd+z) 
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此 外 ， 如 果 f 和 2M 没有 公共 回收 方向 ， 则 丹 口 f2 是 下 半 连 续 的 ， 并 且 
对 于 每 一 ZE 忆 ”, 上 述 下 确 界 被 达到 . 

2.6.3 设 M 是 JR” 的 非 负 象 限 并 且 对 于 7,y € JR",y>z 
是 指 Y 一 X € 1M. 设 了 是 再” 上 的 闭 真 凸 耳 数 ， 其 回收 锥 不 包含 任何 
非 负 非 零 向 量 ， 试 证 : 

g(7)=in{f{f(y) |y>7x), vreR” 


是 下 ”上 的 闭 真 凸 函数 , 并 且 上 述 下 确 界 对 一 切 XE 到 ”都 被 某 个 2 之 
所 达到 . 
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第 三 章 ” 对 偶 关 系 


数学 的 许多 分 枝 中 对 偶 性 是 一 个 十 分 重要 的 概念 例 
如 , 复数 的 共 轿 , 惩 阵 的 转 置 或 共 拢 转 置 , 微分 方程 和 伴随 方 
程 , 控制 理论 中 的 能 控 性 与 能 观测 性 , 等 等 . 凸 分 析 中 也 同样 
充满 者 种 种 对 偶 关 系 . 本 章 中 我 们 将 介绍 唔 函数 的 共 力 ， 凸 
集 的 承 托 函数 ， 廿 集 的 极 化 及 对 偶 锥 ， 等 等 .通过 这 些 概 念 
的 引入 和 深入 研究 , 将 不 断 深化 凹 分 析 中 研究 对 象 的 认 座 ， 
从 而 揭示 其 内 在 的 一 些 本 质 联 系 . 


3.1 机 沙 数 的 共 固 荫 数 


在 上 一 章 中 我 们 曾 指 出 ， 每 个 闭 真 是 水 数 了: ff” 一 

(一 00, co| 都 可 以 表示 成 仿 射 函数 族 A(f) 的 上 包 络 : 
f(z)= sup{lalz)|a Ee AF)}, vreIR, 
这 里 A(f) 表示 不 超过 f 的 仿 射 函数 全 体 ，A({f) 中 的 每 个 
仿 射 函数 a 都 可 以 表示 成 
atZ) = (x*,7)—h, 

其 中 Z < ,hE 民 . 容易 看 出 ， 

a € A(f) > p> sup{(7’,7) — f(r) ze 到 "上 

对 于 刺 ” 上 的 凸 函数 f, 我 们 定义 一 个 新 的 函数 上 
~ f(x)= sup{(r,72) — f(z) | re R"*}, Yr € RR". 

: (3.1.1) 
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这 个 新 的 函数 f* 叫做 计 的 共生 函 数 ,， f* 的 共 因 也 数 
Jr(z) 一 supf(zz 一 产 (z) |r* € IR"}, ve RR" 
(3.1.2) 
则 称 为 f 的 二 次 共 罗 函数 . z 
把 f 变 成 f* 的 变换 称 为 Lagrange-Fenchel 变换 . 这 种 
变换 起 源 于 力学 . 在 理论 力学 中 通常 通过 这 样 的 变换 把 La- 
grange 函数 变 成 Hamilton 函数 . 了 与 f* 的 这 种 对 偶 关 
系 在 经 济 学 中 也 有 直接 的 解释 . 例如 , 设 x 表示 产 出 从 ，2 
表示 产 出 价格 系 ， 了 为 成 本 函数 ， 则 
f(r)= sup{(7,72) — f(zx)|z € RR"} 
就 是 利润 函数 ， 即 在 产 出 价格 系 为 Z” 时 企业 所 能 获得 的 最 
大 利润 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 数理 经 济 学 的 专著 . 
当 f 是 现 ” 上 的 真 凸 函 数 时 ， f(z) > 一 co Vr € RR", 
并 且 存 在 zo € 现 ” 使 得 f(x0) < co. 于 是 从 定义 (3.1.1) 
可 以 看 出 f*(x*) > 一 oc, Yz* € JIR". 又 由 定理 2.4.13 的 证 
明知 A4(f) 关 6, 即 存在 Tox+E JR*" 和 jE 民 使 
f(r)> (ror) 一 内 YE 下 
有 
(z0,7) — fz) Sp vreR". 
于 是 
f (ro) 和 4< co 
因此 f* 也 是 及” 上 的 真 凸 函数 ( 广 作为 一 族 仿 射 函数 的 
上 包 络 当然 是 凸 的). 此 外 ， 从 定义 (3.1.1) 看 出 f* 还 是 闭 
的 ， 不 管 本身 闭 与 否 . 这 就 是 说 ， 当 了 是 责 ” 上 的 真 四 
函数 时 ， 其 共 罗 f* 总 是 全 ”上 的 闭 真 吓 函数 同样， 了 的 
二 次 共 纯 f** 也 一 定 是 至 ”上 的 闭 的 真 凸 函数 . 
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另 一 方面 , 当 存 在 一 点 Xo € JR" 使 得 f(z0) = 一 co 时 ， 
f*(z*) = oo Vr* € JR"Y; 从 而 f** (72) 三 一 oo Vx € IR". 

从 定义 直接 看 出 ， 对 于 及 ”上 的 两 个 凸 函 数 f,，g, 当 
fj <g 时 ， 有 g*<f 

定理 3.1.1 (Young 不 等 式 )” 设 f: IR? 一 (一 00, oo| 


为 真 凸 函数 ， 那 么 z 
f(z)+ fr) > 7,7), vre RR", Vr € RR’. (3.1.3) 
证 明 从 f* 的 定义 (3.1.1) 直接 得 到 . | 


定理 3.1.2 设 了 为 于 ”上 的 凸 函 数 ， 那 么 
f° =(c0f),f™ =acf. 

特别 广 = 二 了, 当 且 仅 当 f 为 团 的 真是 也 数 ， 或 三 为 常 值 函 
数 十 co 和 一 co. 

证 明 ”首先 注意 ， 常 值 郴 数 十 co 和 一 00 互 为 共 印 ， 并 
县 这 两 个 函数 是 仅 有 的 非 真 的 闭 西 函数 . 因此 我 们 只 须 考 虑 
真 西 图 数 f 的 情况 . . 

如 果 ff” = f, 则 f 是 闭 的 . 反之 ， 如 果 f 是 闭 的 ， 则 
依据 定理 2.4.15, f 是 仿 射 函数 族 A( 耻 ) 的 十 包 络 ， 而 且 由 
本 市 开头 的 分 析 ， 


a€ A(f}), a(z)= (7,7) -4 > 2 f(r"). 


于 是 对 于 任意 ze RR"， 
f(x) = sup{a(z) | a € A(f)} 
= sup{(7’,7) — 4|z* € R", p> f(z*)} 
= sup{(7°,7) — f°(z")| zx" € IR"} 
= f° (z), 
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Bh f** 三 六 | : 
另 一 方面 ， 若 f 是 真山 函数 ， 则 4(f) = A(clf). 事实 
上 ， 对 于 R” 上 的 仿 射 函数 a(7)， 
a(r) < f(z), Vr ER < a(r) < df(r), vr ee R". 
从 而 由 定义 (3.1.1) 立即 推出 
f(r)=(cf) (7), Vr ER. | | 
推论 3.1.3 ” 共 斩 运 算 /一 广 在 现 于 的 一 切 闭 真 
凸 殉 数 类 中 是 一 种 一 一 对 应 关系 . 
下 面 讨 论 共 氢 明 数 的 一 些 例子 . 
首先 考虑 忆 上 的 闭 真 凸 函 数 f(z) = e”. 由 定义 ， 
f(z*)= sup{zr* ~e” |zE RR}, vr*E€eR. 
如 果 z* < 0, 则 z 取 负 值 可 以 使 zz* 一 er 任意 大 .从 而 其 
上 确 弄 为 二 co; 如果 Z”> 0, 通过 微分 判别 法 容易 验证 ， 当 
TXT 二 lnz” 时，zzr 一 ez 达到 最 大 值 x* nx* 一 7X* ;而 当 
T” 二 0 时 显然 上 确 界 为 0 . 于 是 指数 函数 ez 的 共 罗 函 数 为 


Tlnr— zr, Zr >0, 
f(z)=4 0, zr*=0, 
十 cc， Z” < 0. 
j 的 二 次 共 轿 函数 f** 也 可 直接 计算 : 
ff = sup{zz” -f(r7*)| zr € RY 
= supfzzr — zx* lnx*+z* |z* > 0)} 
=~=e”, vreR. 
从 这 个 例子 我 们 看 到 ， 一 个 处 处 取 有 穷 值 的 凸 函 数 未 必 


有 处 处 到 有 穷 值 的 共 轿 阻 数 . 
153 . 


我 们 再 来 讨论 IR" 中 的 号 函数 上 
f(z) = | zzll?, llzll < oa， 


+co， zl > o， 
其 中 a > 0 为 给 定 的 数 . 根据 定义 ， 对 于 z”eE IR"， 
下 末 1 
f°(z") = sup {(2",2) — sllzll? | lzl so 
个 守 1 1 1 
来 一 2 ||r*ll2 一 | 
(ze,2) — az) = al — le — 2), 
而 且 不 难看 出 ， 对 于 任意 zx* € JR", |z*|| > a, 仅 当 x = 
zo 全 az*/|z*| 时， jlz -ze 在 闭 球 巨 (0,a) 上 达到 最 小 
信 即 
lzo ~ zl = inf{lz — z*ll? |z € B(0,0)}. 
因此 ， 这 时 函数 (2z*,72) 一 站 zj 当 z= az*/|zx*|| 时 ， 闭 球 
B(0,a) 上 达到 最 大 值 ajlz*|| 一 30?. 而 当 |z* < ae 时， 显 
然 六 (Zz*) == 引 z* 几 2 因此 ， 
1 * | 人 水 n * 
水 {YY 同比 | ’ vr ER ,||z | < 0Q， 
f(z)= {| 一 #02, vr* € RR",|x’*|| > a. 
下 面 我 们 列 出 一 些 闭 真 吓 函数 的 共 罗 双 ， 这 里 采用 记 
号 : p> 1,5+ 了 二 1, |zllp 表示 JR" 上 的 p 范 数 ， 


lzls = ( DléP)”, Vz = (61 a) Ee I. 
1 二] 


例 3.1.1 f(z)=|zls/p, Vz€e R",1<p<o, 
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六 来 水 nn 1 1 
f*(z*) = |r ld, vz € IR", -二 一 三 1. 
p dd 
例 3.1.2 f(x) = (zb,zZ) 一 a, vreR", 
CQ 2” = Z0， 


f(z)= (9. vr* € R"\{z8}. 


例 3.1.3 对 于 0<p<l1， 1/p+1/4=1, 


f(z) (1? vz 2 0, 

十 ce， Viz<0, 

f*(z*) = (0 vx < 0 

十 cc， V2z” 0. 

例 3.1.4 

Ja=1 YZ > 0， 

下 十 co， vrx* < 0， 
frfz9) = | -一 jn(—2"*), Vr* < 0， 
z 十 co; Vr” > 0， 


例 3.1.5 对 于 a>0， 
ra 人 I Yel se 
to, lel > 
六 oo = all+ lal), vee BR" 


例 3.1.6 f(z) = |lzll, yz e JR". 我 们 较 详细 地 来 计 
算 了 的 共 轿 ， 当 jz*| > 1 时 , 取 X=Qx*, Qa > 0. 于 是 
(zx,7*) — zl = oz = liz). 
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由 此 可 知 
f*(z*) = sup{(z, 2") — |zl | z € R"} = +oc. 
另 一 方面 ， 当 ||z” 1< 1 时 
(2,7") — llzll < llzllllle’l — 1) < 0. 


特别 当 z= 二 0 时 ， z 
(zz -lzll=0 


因此 f(x*) = 二 0. 这 样 我 们 得 到 
， 2 | < 和] 
la) = { | 


十 co， xz*| > 1. 
或 者 | 
f*(7*) = 6(7 "|B(0, 1)), 
其 中 (0,1) 是 RR" 中 的 闭 单 位 球 . 
在 例 3.1.4 中 我 们 有 f*(zx*) = f(z*). 实际 上 有 不 少 
凸 函 数 都 有 这 个 性 质 . 但 在 RR" 上 方程 产 = 了 却 只 有 了 唯一 
解 . 事实 上 从 例 3.1.1 中 我 们 就 看 到 , 如 果 令 w(z) = 到 |z||?， 
Vz € JR", 则 w* = wu. 今 若 RR" 上 的 一 个 凸 函数 f 满足 
产 = 刀 则 了 当然 是 闭 的 真 凸 函数 .又 依 Young 不 等 式 ， 
(x,7) < f(z) + f°(z) = 2f(7). 
因此 wu < f， 从 这 个 不 等 式 我 们 又 可 得 到 f* < w. 但 
= 了 ,w= 所 以 fu 即 f= 
设 二 是 R" 的 子 空间 ， j 表示 工 的 示 性 函数 ， 即 
f(z) = 6(z|L), ze IR". 那么 f 的 共 罗 函 数 是 
f(z) = sup{(7”, 7) — 6(2z|L) |z € R"} 
一 Sup{f(z ,zz) — (rz|IL)|z eeL}. 
如 果 zx e 7 即 (x*,Xx) = 二 0, Vz EL, 则 f*(z*) = 0; 而 
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如 果 zx* YK 了 则 显然 f*(X*) = oo. 因此 f* 是 子 空间 区 
的 正 交 补 L* 的 示 性 函数 ， 关 系 式 f** = f 在 这 里 对 应 于 
Lit+=L. z 
上 述 这 种 子 空间 的 正 交 对 应 关系 也 可 以 适当 地 推广 到 仿 
射 集 ， 我 们 知道 及 ”的 任 一 仿 射 集 M 都 可 以 表示 成 M = 
Lta, 其 中 工 为 R" 的 子 空间 ，a € JR". 我 们 称 f 是 M 上 
的 部 分 仿 射 函数 ， 是 指 它 是 一 个 真 凸 汞 数 ， 并 且 dom f 一 M, 
f 在 M 上 是 仿 射 的 . 显然 f 可 以 表示 成 
f(x) = (x|L+a)+ (x,a ) 十 ai (3.1.4) 
其 中 a € 到,a € 现 . 不 难 算出 ， f 的 共 绒 水 数 f* 仍然 
是 一 个 部 分 仿 射 函数 : 
f°(2*) 一 56(zy|Z + a*) + (x*,a) 十 ay (3.1.5) 
其 中 a* = 一 a 一 (a,a*). 我 们 讨论 更 一 般 的 情形 . . 
定理 3.1.4 设 9: JR" 一 (一 00,o0|] 为 真 凸 函数 , 并 令 
f(z)=g9(A(z — a))+ (ra)+a, vr € RR", 
其 中 4 是 JE” 到 尼 ” 上 的 一 对 一 的 线性 变换 ，a 和 a* 为 
有 R” 的 向 量 ， a € 及 . 那么 对 于 z* E R"， 
f°(2*)=g(A (zy a*)) + (xr*,a) + oa’, (3.1.6) 
其 中 内 为 4 的 伴随 而 o = 一 Qa 一 (a,a*). 
证 明 ” 作 变 量 蔡 换 y = 4(z 一 a), 从 共 轿 函数 的 定义 
我 们 得 到 
fT) 
= sup{(7’,7) ~ g(A(z —a)) — (x,a’)—alz€e IR"} 
= sup{(A y+a,z* —a’)— gy -alye 1")} 
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= sup{(y, A (人 一 0)) 一 9 的 1 再 十 (za 二 
一 久 ( 4 (一 的 )) 十 (za) 十 ay 上 

特别 在 上 述 定理 中 取 g(x) = 6(z|L), A = 了 7, 式 (3.1.6) 
就 变换 成 式 (3.1.5). 

利用 定理 3.1.4 可 以 得 到 JR" 上 一 般 的 二 次 型 吓 函 数 的 
共 轰 函数 ， 这 里 关键 是 要 找 出 二 次 型 函数 

gz) = 5(Q2,7), Vz eR 
的 共 轿 函数 ， 其 中 @ 为 nxn 非 负 定 和 矩阵 . 如 果 @ 是 非 奇 
异 的 ， 则 容易 算出 \z;,Z") 一 g(X) 的 上 确 界 在 z = A zr* 
外 达到， 故 
g*(z*) 一 5 {Al2", 2), Yr* E€ IR™. 

如 果 @ 是 奇异 矩阵 ， 并 记 L = {Qz lze RR"}, 则 上 + = 
{zx € JR" | Qz = 0}), 而 且 R" 有 正 交 分 解 再 "= 工 十 7 
设 @ 在 上 上 的 限制 记 作 BL, 则 QL 在 世上 是 对 称 非 奇异 
的 . 我 们 把 z E R” 分解 成 : 

z=y+z, vyEL,zEL. 
于 是 

亲本 * 本 本 1 

g(x”) = sup { (z /十 人 ,2)— 3 QLY, Y) Iy EL,zE€ 三 上 
由 此 容易 算出 


9 (Z ) = | 


$i(QF 2*,2*), Yr* € LL, 
十 cc， ve* gL. 
设 :JR" 一 (一 00, ce] 是 一 个 闭 的 真是 函数 , 于 是 f* = 了 
根据 定义 ，- 
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广 (0) = sup{f(0z 一 fcz) |z € RR"} 


f(0) = f°*(0) = sup{—f (7°) < 到 

= —inf{f*(z*) | zx € IR"}. 
由 此 可 见 ， 关 系 式 

inf{f(z) | ze R"} =0= f(0) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 

inf{f*(2*) | x* € IR"} =0= f°(0). 

换 句 话说 , 如 果 把 在 原点 达到 最 小 值 0 的 非 负 闭 真 凸 函数 归 
入 一 类 ， 则 这 一 类 函数 在 Lagrange-Fenchel 变换 之 下 是 不 


变 的 . 
称 RE” 上 的 一 个 闭 凸 函数 f 为 对 称 的 ， 是 指 它 满足 


f(—z)= f(r), vr eIR". 
显然 ， 一 个 闭 廿 函数 上 为 对 称 的 充 要 条 件 是 其 共 斩 上 若 数 f* 
也 必 是 对 称 的 ， 其实， 这 一 对 称 性 是 更 一 般 的 对 称 性 结果 的 
特殊 情形 . 设 G 表示 IR" 上 一 些 正 交 线性 变换 组 成 的 集合 ， 
一 个 函数 f: 及 ”一 (一 00, oo|] 称 为 相对 于 G 是 对 称 的 ， 
指 它 满足 
f(Az)= f(z), vre R",vAEG. 
于 是 通常 的 对 称 性 对 应 于 G 由 单个 变换 4 : x -zx 组 成 
的 情形 . 
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”定理 3.1.5 设 了 为 有 R" 上 的 闭 真 山 函 数 ，G 为 IR" 
中 一 些 正 交 线性 变换 组 成 的 集合 .那么 f 相对 于 G 是 对 称 
的 充分 必要 条 件 是 : f* 相对 G 也 是 对 称 的 . 

证 明 在 定理 3.1.4 中 取 g==f,a=a*=0,a=0, 
从 f4 = 了 了 我们 推出 (4*) = f*. 但 是 对 于 正 交 变换 
4 E C， 4 一 二 A. 因此 f*A4= 了 f*,vA4AeEG. 但 了 是 闭 真 
凸 郴 数 ， 故 /= f. 于 是 从 f*4 = f*, YA € G 同样 推出 
fA=f,vAEeG. 有 


习 题 3.1 


3.1.1 验证 本 节 中 列举 的 几 个 闭 真 是 函 数 共 轿 双 的 例子 . 
3.1.2 我 们 称 避 ” 上 的 真 西 沙 数 为 部 分 二 次 型 凸 函数 ， 是 指 广 . 

可 以 表示 成 
f(x) = g(z) + 6(z|M), ze IR", 


”其 中 g 为 甩 ”上 的 有 穷 值 二 次 型 三 函数 ，2M 为 可 ”的 一 个 仿 射 集 , 例如 ， 


1 
J(z) = 3Né1+ + hntn), VOSAN < 十 oo 
是 一 个 部 分 二 次 型 凸 函数 ， 
domf = {z 一 (tl， ' ,En)” <; 一 0,VY7 使 得 A 和; 一 十 o0}. 
试 证 : 1 
广 (= 3 + + 6), 0 < MN < +oo 
其 中 A; = 1/ 和 A; (这 是 1/co 理解 成 0, 而 1/0 理解 成 00). 
3.1.3 给 定 @1,42 € R" 和 1, BE€ 肛 , 设 
f(z) 一 max{(z, a1) 十 /0 ， 《Z， a2) 十 B2}, rER'. 
wy、 [~—AB1— A2B2, 72* = Mal 十 和 2Q2， 
f (z ) = 丰 “ 
十 co， 2 ¢ span {a1, a2} 
3.1.4 给 定 a€ JR" 和 a,BE 民 , 设 
四 如 果 (ZX, 4) < Qt， 
f(r) = {4 如 果 {ZX,a) > a. 


试 证 : 
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试 证 : 
网 网 AC 一 有 8， 如 果 关 一 Aa, 且 入 之 0) 
太 (z ) 三 


3.1.5 设 g :及 "x 民 ™. 一 (一 00, 十 00| 为 真 止 函数 ,定义 f(z) 
= inf{g(z,y) | y € JR"}. 试 证 : f*(2*) = g* (x*,0). 
3.1.6 设 了: 及"”x RR 一 (一 00, 十 co| 为 真 凸 函 数 ， 4 : 
人 "一 有 ”为 线性 变换 令 
g(y) = inf {f(z, Az + yy) | rE R"}, vye RR"™. 
试 证 : (1) 9 是 再 上 的 凸 函 数 ， (2) g*(y*) = 广 ( 一 A7y*,y*), 其 
中 A” 为 内 的 转 置 站 


3.2 凸 集 的 承 托 函 数 


在 线性 规划 中 遇 到 的 一 类 问题 是 寻求 R" 上 线性 函数 
(-,z*)》 在 某 个 西 函数 天 上 的 极 大 (或 极 小 ). 一 种 更 有 效 的 
办 法 是 研究 该 极 值 随 z* 的 变化 ， 换 句 话 说 ， 把 此 极 值 作为 
zx* 的 函数 来 进 和 行 研究 通常 我 们 称 ` 

0(2Z | 五 ) 全 supf(zz |z EK}, vr € [RR", 
为 K 的 承 托 函数 ， 这 里 我 们 约定 sup0 = 一 oo0. 承 托 函 数 
也 叫做 支撑 函数 . 
特别 从 定义 直接 得 到 ， 当 天 = JR" 时 
oA RY) = 人 
+co， 如 果 z* € JR"\{0}. 
五 的 承 托 函数 o("|K) 的 有 效 定义 域 是 指 集合 
dom (o(-|K)) = {x* € IR" | 38 € R 使 (z,7*) < B,vVr € K}. 
由 此 容易 看 出 ， dom (o(-|K)) 是 R” 中 的 一 个 凸 锥 ， 叫 做 
凸 集 KK 的 障碍 锥 ， 
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定理 3.2.1 设 玉 是 于" 中 的 非 空 凸 集 ， 则 
(万 人 dom (ol(-|K)) 是 JR" 中 的 同 欠 ; 
(2) o(-|K) 是 R* 上 的 真 凸 锥 函数 ; 
(3) o(-|K) 还 是 正 齐 性 的 . 
证 明 设 z”eDD, 则 对 于 入 之 0, 我们 有 
oAT|IK) = sup{(z, Mz) [rE EK}= AZ |K) < oo， 


于 是 Xz* € D. 同时 上 式 也 表明 o(-|KK) 的 正 齐 性 . 今 设 
Z ,2 € D. 于 是 对 于 a 之 0,B>0,a 二 6 = 1, 我 们 有 
claz” + ByIK)= sup(r,ar” + By’) 
EK 
= sup{a(z,7") + B(z,y")} 
rek 
< sup{a(z, 2")} + sup{B(7, vy )} 
EK EK 
= Qo(7z|K)+ Bo(y |K)< oo. 
这 表明 az 十 By”E€ D, 从 而 D 是 凸 锥 . 同时 土 式 也 表明 
函数 o(-|K) 的 凸 性 . 站 
定理 3.2.2” 设 KC 丙 " 为 非 空 紧 凸 集 ， 并 设 o(-|K) 
为 其 承 托 函数 . 设 y 关 0 是 琉 ” 的 任 一 固定 点 ， 那 么 ， 
(1) 存在 一 点 x(y) E K, 使 得 o(y|K) = (zx(y), 2; 
(2) 超 平面 娓 全 {z € JR" | (z,y) = o(y|K)} 为 K 的 
通过 点 zx(y) 的 承 托 起 平面 ， 
(3) 瑟 到 0 点 的 距离 等 于 o(y/ liyl||K). 
证 明 {1) 由 内 积 的 连续 性 和 五 的 紧 性 得 到 . 
(2) 注意 对 于 Z E 五 ， 
(ry) So(y|K) = supf(lz 从 | zx’ € KY, 
.有 从 而 互 在 zlyj 处 承 托 集合 K. 
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(3) 由 于 % 是 超 平面 瓦 的 法 向 量 ， 故 存在 实数 入 使 得 
》y 6 五 . 显然 | 和 yl 是 五 到 原点 0 的 距离 ， 注意 和 EH 
意味 着 (和 y,y) 一 "we 因此 

(和 y, y) 
Ak K 一 || 和 zy. 
oy/lyl A) = 总 co 有) 一 一 人 yl 


ee 
例 3.2.1 设 5 为 RR” 中 的 闭 单位 球 ( 见 图 3.2.1). 显 
然 dom CS) JE". 对 于 y 关 0, 我 们 有 


o(y|5) = sup{(z,%) | xz € $5}= (y/lyl,y = llyll. 


此 外 ，o(0|S) = 0, 因此 o(y|5) = |lyll, vy € IR". 从 而 单 
位 球 的 承 托 函数 对 应 于 空间 JR" 的 欧 氏 范 数 


-2 
||yl 

y 
H 


图 3.2.1 闭 单位 球 的 承 托 函 数 


例 3.2.2 设 马 是 R? 中 顶点 在 (0, 土 1)", ( 土 1,0)” 的 
正方 形 ( 见 图 3.2.2). 由 于 有 界 ， dom (o(:|E)) = [R". 
根据 定义 ， 对 于 (€,7)" € IR*， 

o((é€,n) |E)= sup{aé + 87 | (a,8) € E}. 
注意 |a| 十 |8| < 1, Y(a, OO)7e 五 , 我 们 有 
o((é,7) |E) < max(|é| + |7)). 
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另 一 方面 ， 显 然 有 。 
o((£,7)" 1E) > sup{aé | (a,0)" € E} 
: = sup{aé ||al < 1} = |. 
同 理 可 得 o((&,n)" |B) 过 |ml. 因此 ， 
o((€,n)"|E) = max(|é|,|n|), Vv(é,n)" € RR?. 
从 定理 1.6.6 可 知 ， o((€,7)"|B) 中 的 上 确 界 在 忆 的 一 个 - 
极点 处 达到 ， 特别 ， 对 于 久 = (2, 1)", 上 确 界 在 顶点 (1,0)” 
处 达到 ， 其 值 为 
dB 荔 =2. 
如 果 取 5 = (一 1, -2), 则 相应 的 承 托 函 数 超 平面 及, 通过 
点 (0 -1 并 且 o(vIE)=1. 


7 一 (一 1 一 2)7 


图 3.2.2 ”正方形 情形 


例 3.2.3 设 9 是 现 ” 中 的 无 界 区 域 
Ss={(é,m ER IO0<n<E- 1}. 
( 见 图 3.2.3 ) 由 于 5 无 界 ，D = dom (z(:19)) 是 IR? 的 一 
个 真子 集 ， 并 且 > 
- 164 . 


D= {n° 1€ < 0,€+n<0), 
o((€,n)|S)=é€, Vv(é,n)’  €D. 


一 一 2 一 一 A 


p= (1,0)" 


图 3.2.3 ”无界 集 的 承 托 两 数 
例 3.2.4 设 K 是 下? 中 的 无 界 区 域 


K = {(€,m)" |€ < 0,7<é). 
( 见 图 3.2.4) 容易 看 出 D = dom (o(-|K)) 是 及? 的 非 负 象 
限 ， 并 且 ， 
7 —2(€n)!/?, Vvé> 0,n>0, 
o((EM'IK) = 人 Hy 
例 3.2.5 考虑 例 3.2.2 推广 到 JE". 取 z 
Ep={z= (én)" [|é1| + + él < 1}, 
则 对 于 z* = (€7,… ,EE IR", 
Co(2*|E) = max{|| | = 1,.…,n}. 
例 3.2.6 设 5 为 民 ” 中 的 串 子 集 
S={r= (én) |6 > 0,&+.…+h= 1 
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出 对 于 z* = (结交 )7 EIR". 


z(zr|15) = max{€? | 7 = 10 


图 3.2.4 


定理 3.2.3” 设 太 C RR" 为 太子 集 ， 那 么 其 承 托 函 数 

o("| 太 ) 满足 . 
oz*|K)=o(7"IclK)=o(7lriK), vr’ € RR", : 

(3.2.1) 

证 明 从 定义 直接 推出 . / 

定理 3.2.4” 设 Kc 现 " 为 非 空 凸 子 集 ， 那 么 

(1) x € clkK 等 价 于 
(PN <or|K), Yr € IR": (3.2.2) 


| 


(2) Z E riK 等 价 于 


{ (z, 2*) <o(x*|K), Yr* € Ih", 


(z,2*) < or*|K), Vr* € S(K). (3.2.3) 


其 中 S(K)= {7* € RR" |o(2*|K)# -0o(-z*|K)); 
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(3) x € int K 等 价 于 


(ZT ) <o(r|K), .Yr € RY\{0}; (3.2.4) 
(4) ze af 五 等 价 于 
(x,7*)=0o(r|K), vz” € MI(K), (3.2.5) 


其 中 M(K)= {x* € R? |o(x*|K)= -0o(-2z*|K)}. 

证 明 (1) 只 须 注意 由 定理 1.5.8, 闭 凸 集 cLK 是 一 切 
包含 KK 的 闭 半 空间 之 交 . | 

(2) 设 zwo € rniK， 则 由 (1) 得 知 式 (3.2.2) 成 立 ， 
今 若 o(2*|K) 关 一 o( 一 2*|K), 则 K 不 可 能 包含 在 形 如 
H(zx*,aQ).= {rz € JR" | (z*,7x) = Qa} 的 超 平面 内 ， 从 定 
理 1.6.1 可 知 (Xo0,2*) < o(zx*|K) 成 立 因为 否则 的 话 ， 通 
过 .Xo E riK 可 以 作 K 的 承 托 超 平面 ! 反之 设 zo 满足 
式 (3.2.3). 如 果 zo & riK, 则 通过 zo 可 以 作 KK 的 承 托 超 
平面 记 = {x € IR" | (7X*,7X) 二 (xX*,Xo)}. 由 于 KY 刁 , 故 
必 有 z 

Il(2 |K)A -oo(—7x|K). 

于 是 zoyz”) < o(w*|K) = 二 (Xo0,X*), 得 出 矛盾 ， 所 以 Xo E 
riK. 

(3) 注意 当 int K 和 关 及 时， 五 不 可 能 包含 在 任何 超 平 
面 内 ， 故 

or*|K)# -or*|K), Vr* € IR"*\{0}. 

于 是 从 (2) 得 知 (3) 成 立 . 

(4) 只 须 注意 包含 K 的 最 小 仿 射 集 afK 恰好 是 包含 
KK 的 一 切 超 平面 之 交 . z il 

推论 3.2.5 ” 设 Mi 和 Mz 为 R" 的 凸 集 ， 那 么 ， 
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cl IC cl M, = o(-|Mi) < o(:|Mo,). 


由 此 可 见 ， RR” 中 的 闲 唔 集 KK 可 以 表示 成 由 其 承 醋 项 
数 描述 的 一 组 不 等 式 的 解 集 ; 

K={zrzeEeR"|(r,7) <o(r IK), vx” € RR"}. 
这 样 ， KK 完全 由 其 承 托 函 数 决 定 、 这 个 事实 当然 是 很 有 意 
义 的 ， 因 为 它 表 明 ， JR” 中 闭 西 集 与 吾 "” 上 的 某 些 函数 之 
间 有 着 一 一 对 应 关系 . 

这 种 对 应 关系 具有 许多 重要 性 质 . 例如 ， 两 个 非 空 凸 集 
| 和 2 之 和 的 承 托 函 数 对 应 于 两 个 凸 集 Kl1 和 KK2 之 承 
托 隔 数 之 和 (注意 凸 集 Ki 十 Ks 的 定义 ) 


or"|Ki+ K2) 
= sup{(z1 + zx2,7°) | zr1 € Ki, v2 € K2} 
= sup{(7X1,2°) | xz1 € Ki} + sup{(x2;7") | x2 € Ko} 


= o(x*|K1)+o(r7*|K2). 
同样 地 ， 对 于 非 空 凸 集 KK C 及 ”和 下 实数 入 ， 我 们 有 
oT*|AK) = sup{(x,7*) | xz EMK} 
: 一 Supf(AXZ ”ZL/A)》 | rx/A EK} 
= Xo (eIK), | 
因此 集合 的 加 法 变 成 沙 数 的 加 法 ,而 集合 与 正常 数 相 萨 变 成 
函数 与 正常 数 相 乘 
”那么 到 底 严 ” 上 什么 样 的 函数 才 是 一 个 凸 集 的 承 托 项 
数 呢 ? 换 句 话说 ， 给 定 -上 的 一 个 函数 妨 如 何 来 判 糊 
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它 是 否 是 一 个 集合 KK 的 承 托 函数 ? 下 面 我 们 来 回答 这 个 问 
题 . 
首先 注意 , 凸 集 KK 与 示 性 函数 6(-|K) 之 间 有 着 一 一 对 
应 关系 ， 依 照 定义 ，6(:|K) 的 共 恩 函数 是 / 
sup {f(zz”) — 6(z|IK)} = sup (Zz, 72°), 
六 GE 本 EK 
即 
(6C-|K))*(2*) = oz*|K), vx* € RR". 


由 此 ， 并 根据 定理 3.1.2, o(-|K) 的 共 罗 e 是 
(o(-|K))*(z) = cl6(zx|K) = 6(z|c K), Vr Ee IR"™. 


这 样 我 们 证 明了 如 下 定理 : 
定理 3.2.6 。 丽 ” 中 闭 凸 集 的 示 性 函数 和 承 托 函数 是 
互 为 共 斩 的 . 


定理 3.2.7 为 了 函数 f : "一 (一 oo 十 oo| 是 R” 
的 某 个 非 空 闭 凸 集 的 承 托 函数 ,必须 且 只 须 它 是 正 齐 性 的 于 


“真是 函数 . 


证 明 ”必要 性 根据 定理 3.2.1 证 得 . 现在 证 明 充分 性 
设 > 0, 则 利用 f 的 正 齐 性 有 
Af* (7’) = Asup{(7x,7°)— f(x)|reR"} 

= Sup{f(AzZ,Z ) — f(Ar)| ZE 有 到" 

= sup{(z,72°)— f(r)|z eR"} 

= f(x), Vr ER'. z 
这 表明 f* 在 R" 上 只 有 可 能 取 值 0 或 +oo , 即 f* 是 集合 
K = {z* € IJR" | f*(z*) = 0} 的 示 性 函数 . 由 于 f* 是 闭 
凸 函数 ， 故 及 是 闭 凸 集 . 因此 上 = f* = o(-|K). 
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特别 地 ， 定 理 3.2.7 表明 o(-|K) 是 JR* 上 的 下 半 连 续 
消 数 ， 并 且 
o(r1i+ rolK) < o(zi|K)+o(rzs|IK), VY,r; € RR". 


推论 3.2.8 设 了 :JE"” 一 (一 00, 十 oo] 是 一 个 正 齐 性 
的 真 凹 函数 ， 那 么 cl f 是 某 个 闭 西 集 KC JR” 的 承 托 函 
数 ， 并 且 

K = {z+ ER |(r,7) < f(r), Vr € IR"}. 


证 明 “我 们 知道 ，cl 是 一 个 正 齐 性 的 闭 真 凸 函 数 . 二 
“是 存在 某 个 闭 凸 集 KK C JR", 使 得 f* = (cl1f)* = 6(-|K), 
并 且 K= {re€ RR"|f*(r*) < 0 但 是 (2) <0 Wt 
于 (7z,2*)— f(r) < 0, vr € RR". 
推论 3.2.9 I” 站 从 训 和 有 站 了 雪 的 承 托 雪 是 有 
穷 值 正 齐 性 的 凸 函 数 . 
定理 3.2.10 设 f 是 及 上 闭 的 真是 孙 数 .那么 正 
集 {tze I"| f(z) < 0} 的 承 托 函 数 是 clg, 其 中 9 是 由 / 
生成 的 正 齐 性 凸 函 数 . 同样 地 ， 由 f 生成 的 正 齐 性 凸 责 卷 ， 
的 闭 包 则 是 {z* e JR" | f*(z*) < 0} 集合 的 承 托 函 数 、 
证 明 由 于 f 和 f* 之 同 的 对 偶 关 系 ， 只 须 证 明 第 - 
个 结论 .依照 推论 3.2.8, clh 是 集合 
PD={z € JR | (2,7 ") < hl(z), vr eR"} 
的 承 托 函数 . 但 依 h 的 定义 ， 
h(x) = inf{(fA)(z)| 入 > 0}, vz € RR”, 
其 中 (fA)(x) = f(Az), 入 > 0. 由 此 可 见 ， 对 于 z* € IR"， 
(z,7°) hz), Vr ER" > (7,7’) < jz Vr € R"™. 
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因此 | 
D= {zr < 有 |) < f(2), Vr € RR") 


一 {z € RR" |f(r’) < 0}. , 
作为 例子 ， 我 们 来 计算 椭圆 型 凸 集 

M = {z € IR” | 7(Qz,2) 十 《azZD) 十 GQ <.0) 

的 承 托 函数 ， 这 里 各 是 nxn 正定 对 称 窍 阵 . 记 
] 
f(r) 一 5 (VT, 2) 十 (a, x) + 

则 MM= {zz € JR"|f(z) < 0}, 了 是 JR" 上 有 穷 值 三 函 数 . 
依 定理 3.2.10, M 的 承 托 函数 o(: | M) 是 由 f* 所 生成 的 
正 齐 性 凸 函数 9 的 闭 包 ， 上 一 节 中 我 们 已 经 知道 ， 


1 
f° (2) = 5 (7 — a,Q- (zx 一 a)) 一 和 
一 = ie Q-1z’) 十 (7Z ) 十 6B， 
其 中 6= -Qia, 8 = 3(a,Q a) 一 Qa. 从 2.3 节 我 们 知 
道 ， 对 于 2” 关 0, 有 
” g(z*) = inf{(fF*A)(z*)|A > 0} 
= inf{Af*(A-1z*) | A > 0}. 
由 于 dom f* = 及", 我们 有 domg = JR". 因此 g 本 身 是 闭 
的 ,并且 
o(7x"|M) = g(x”) = inf {{(1/2X)(z2", Qir)+(b, 2*)+AB}. 
假定 M 关 09, 我 们 有 
: 0 < sup{-—f(z) 1 zr € RR}= f°(0)= 
如 果 6 = 0, 则 g(z*) 中 的 下 确 界 显然 是 (bz*)》 如 果 B > 0， 
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则 通过 对 和 求 导 可 算出 此 下 确 界 : 
o(z°|M) = (6,7") + (2B(2”, 7 7) 


定理 3.2.11 设 f 是 及 ”上 的 真是 也 数 . 那么 domf 
的 承 托 函数 是 f* 的 回收 函数 f*01. 如 果 f 还 是 闭 的 ， 则 
dom f* 的 承 托 函数 是 了 的 回收 函数 f01. 

证 明 ”根据 定义 ， f(x*) 是 仿 射 函数 

h(T)= (rz,T)—H 
对 于 一 切 (z,/) € epif 的 上 确 界 . 因此 ， epi f* 是 相应 的 
闭 半空 间 epih 之 ( 非 空 ) 交 . 于 是 根据 推论 2.3.8, 回收 锥 
0+(epi f*) 是 相应 集合 0+(epih) 之 交 . 这 表明 f*0+ 是 诸 
函数 0” 的 点 点 上 确 界 . 但 显然 ， 当 h(x*) = (z,72*) 一 J 
时 ， (h0T)(z2*) = (Zz,2*)， 所 以 (f*01)(z*) 是 线性 函数 
(ZX,2*) 关于 (z,A) € epif 的 上 确 界 ， 即 
(f°*0T)(2*) = sup{(z,2”) | z € dom f} 


= o(zx |dom f). 

定理 的 第 二 个 结论 从 对 偶 性 推出 , 因为 当 了 闭 真 凸 函 数 时 ， 

f*=f.- | 
习 题 3.2 


3.2.1 设 了 是 凸 锥 其 C 及 "上 的 实 值 函 数 , 假定 f 是 正 齐 性 上 
函数 ， 试 证 :有 是 次 加 法 的 ， 即 f(z 十 9) < f(x) + f(y), vr,yeEK. 

3.2.2 设 9= 人 GE RR" |é: > 0,61 十 … 十 6 一 
1}, 试 证 : 对 于 = (1,…… ,7n) "ER"， 

o(y|S) = max{m|i= 1,2,-.….,n}. 

3.2.3 设 S={(&1 ,En) E 有 "| 和 二 十 | 和 1 

试 证 : 对 于 4 三 (7 ,mn)”€ RR", 
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o(y|5) = max{lnil|i 一 荆 2 


3.2.4 设 吕 (0,1) 为 瑟 ” 中 闭 单位 球 ，aE 有 R", 入 > 0. 试 找 
出 集合 & 十 入 B(0,1) 的 承 托 函数 . : 
3.2.5 设 S={(&1,62)" € RR? | <0, 和 6a < 1), 试 证 : 


一 2{7172)172， 如 果 y= (m1,72)" 之 0, 


S$) = 
o(y|S) 1 这 其 全 处 


3.2.6 设 5={(&1,62)" € JR? | 26: + 人 <0}, 试 证 : 


0, 如 果 ni = 0 = 7, 


m2 /2m, 如 果 1 > 0, 
o(y|S) = 
十 Co， ， 其 余 处 . 


3.2.7 设 M1 和 M2 是 民 ” 的 两 个 非 空 凹 子 集 ， 试 证 : 
oz|Mi + M2) = o(x|IMi1)+o(zIM2), Yr ER', 


dom (o(:|Mi + M2)) = dom (o (|Mi))N dom (olMz)). 


3.2.8 设 Mi 和 Ms 是 到” 的 非 空 紧 止 集 ， 试 证 : . 
Mc AI。 <—> o (TI Mi) < o (x|M;), vre RR". 


3.2.9 设 4,B 为 ”的 紧 凸 集 ，0 € int ANint B. 试 证 : 
(1) o(xla+ A)= o(z|A)+ (a,7), Vr €E RR",a € IR"; 
(2) af(zlconv (AUB)) = max{o(x/A),o(T|B)}, Yr € RR"; 
(3) pAnB(7) = max{pa(7), PB(T)}, YT € JRe", 其 中 PM 为 
MM 的 Minkowski 函数 ， 加 
.3.2.10 设 2 是 定义 在 开 ” 上 的 实 值 函 数 ， 满 足 
p(z+Y) < pz)+pY), Yr,y € RY", 
plaz) =|alp(s), Yze 下 "ae 已 
(这 样 的 函数 称 为 再 ”上 的 半 范 数 ) 求证 : 
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(1) P | 

(2) P(0) = 

(3) p(x) > 0, vr € IR?; 

(4) |p(z)— p(yY)| < plz — Y), Vr,y E R". 
3.2.11 ”完成 推论 3.2.9 的 证 明 . 


3.3 极 化 集 


”上 凸 集 和 其 承 托 函 数 之 闻 的 对 应 永 关 系 反映 了 凸 函 数 的 正 齐 
性 和 示 性 函数 之 间 的 某 种 对 偶 性 ， 即 对 于 且 ” 上 的 一 个 真 
号 函数 f, 如 果 了 是 正 齐 性 的 ， 则 其 共 罗 f* 是 某 个 z 凸 集 的 
示 性 函数 ; 反之， 如果 f 是 某 个 凸 集 的 示人 性 函数 ， 则 广 是 
正 齐 性 的 . 由 此 可 见 ， 如 果 f 是 一 个 正 齐 性 的 示 性 函数 ， 则 
f” 也 是 一 个 正 齐 性 的 示 性 函数 : 显然 正 齐 性 的 示 性 函数 恰 
ee 于 是 , 若 A(X) 二 6(XIK), 其 中 五 
为 ER” 的 一 个 非 空 串 锥 ， 则 f(z*) = 6(z*|K?), 其 中 K? 
为 另 一 个 非 空 闭 凸 锥 ， 叫 做 及 的 极 化 锥 或 负 对 偶 锥 2 了. 根 
据 推 论 3.2.8， 

= {2Z” < IR" | (£2, 72°) < H(zIEK), Yr € IR"} 
i ER |({z,7) <0,vr Ee RK}. (3.3.1) 
于 作为 凸 锥 又 有 其 自身 的 极 化 锥 K”=(K°)=clK. 此 
外 ， 不 难看 出 ， K? = (cl K)?*. 这 样 ， 凸 函数 之 间 的 共 示 对 
应 关系 也 反应 了 凸 锥 之 间 的 一 种 特殊 的 一 一 对 应 关系 : 
定理 3.3.1 设 太 CC ”为 非 空 闭 是 锥 . 那么 的 极 


1) 凸 锥 KK 的 对 偶 锥 K" 定义 成 K* = {z* € R" | (z,z*) > 0,vzr € 
K}. | 
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化 锥 Ko 也 是 一 个 闭 凸 锥 ， 并 且 K%” = K. K 和 K? 的 示 
性 孙 数 互 为 共 罗 e. 

极 化 锥 的 概念 也 可 以 推广 到 到 的 任意 凹 集 M4( 甚 至 任 
意 非 空 集 )， 从 2.3 节 可 知 ， M 的 度 规 函 数 Y(-|M) 是 由 
f = 6(:|M) 十 1 所 生成 的 正 齐 性 凸 函 数 ， 根据 定理 3.2.10， 
Y("|M) 的 闭 包 clY(*|4) 是 集合 {zx* < RB" | f(z*) < 0} 
的 承 托 函数 ， 但 是 三 一 (CO 一 因此 存在 一 个 财 四 集 
4 使 得 

cl yz*| 1 ) _ oz*|M°), vr € IR", 
并 且 
M°= {rr €R"|o(zr|IM)—-1<0} 
= {rz € RY |(z,7) <1, YrEM}. (3.3.2) 
MM” 叫做 谣 的 极 化 集 ， 显然 好 ”包含 原点 :同样 可 以 定义 
Mo 的 极 化 集 Mo = (AM 
M™"”= {rr eR | Ce <1,YvreM°"} 
= {rz € IR" |o(z|M°) < 1} 
= {ze€ RY |cly(rIM) < 1}. (3.3.3) 


在 进一步 讨论 极 化 集 的 性 质 之 前 ， 我 们 先 观察 几 个 例 
子 . 
例 3.1.1 设 M = {a} 为 IR" 中 的 单 点 集 , 并 且 a 六 0， 
那么 好 的 极 化 集 是 半空 间 
Me = {7z* € R" | (x*,a) < 1}: 
又 当 a 二 0 时 ， Me = JR", 因为 
(T°,0)=0<1, vr ER". 
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例 3.3.2 设 工 是 IR” 的 一 子 空间 ， 则 
L°= {yeR"”|(y,7)<1, vrerL} 
= {ye mr" | (yz)=0, vrel}=L. 


图 3.3.1 球 的 极 化 集 


例 3.3.3 设 万 (0,r) 为 IR" 中 的 以 0 为 中 心 、7 为 半 
径 的 闭 球 .那么 


[B(0,7)]° = B(0,1/7). 
事实 上 ,如 果 y €[B(0,7)]?, 记 y=7ry/Nyll, 则 = 
即 y EB(0,7). 因此 z 
r 
,， 一 TAN 一 < 1， 
(7 ,9) | 本 (y, 2 = 7||yl 


这 表明 | < 1/7, 故 y EB(0,1/7) ( 见 图 3.3.1). 反之 ， 
若 ze 万 (0,1/7), 则 对 任意 ze BB(0,7), 我 们 有 


‘z,z2) < lizllilzll < 7(1/7)= 1, 


这 表明 z € [B(0,7)]%. 从 而 [B(0,7)]? = B(0,1/r). 
对 于 任意 非 空 集 M C JR", 我 们 也 可 以 定义 M 的 极 化 
集 Ad4? : 
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M°= {rER"| (zr) <1, vre M}. (3.3.4) 
当 M 是 凸 锥 到 时 ， 这 里 的 极 化 集 与 式 (3.3.1) 中 极 化 锥 
K? 的 定义 是 相同 的 . 
定理 3.3.2 设 M, Mi， M2 和 Mi(i ET) 为 JR” 的 
非 空 集 ， 那么 ， 
(1) [vy Mi = 0 MP; 
(2) M? 是 含 原点 0 的 闭 凸 集 ; 
(3) M1 C M2 —> M3? C Mi; 
(4) 入 > 0 一 QM) = (NM?. 
证 明 (1) 从 极 化 集 定义 式 (3.3.4), 我 们 有 
[uM = {x* | (rz,7) <1, vr Ee M:;,viel) 


tr | (zz < vr € M:} 
=NM?. : 
i€l 

《2) 容易 直接 从 定义 验证 . | 

(3) 从 MC M2 知 M2 = Mi U(M2\MM1). 于 是 从 已 
经 证 明 的 (1) 得 到 My = MenN(MaA\Mi)? CMe?. 

(4) 只 须 注意 ， 人 

(zz < 1 YEAM < (2 /NN) 1, vreEM. i 

定理 3.3.3 设 M 为 R" 中 非 空 集 ， 那 么 

M®° = cl conv (M U{0}). 

特别 当 M 为 含 原 点 的 闭 凸 集 时 ， M” = MM. 

证 明 ”如 果 记 AM = clconv (2M U1{0}), 则 从 定义 直接 
可 知 Mi C Mo?°°. 如 果 存 在 某 个 To €E M?%\Mi, 则 根据 凸 
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集 分 离 的 推论 2.2.7, 存在 一 超 平面 
H= {re R"|(z,r’)= 1) 


把 zo 与 Mi 严格 分 离 ， 由 于 0 € M1 ,我 们 有 (zz*) 之 1 
Vx € MMi; 而 (xX0,T*) > 1. 前 面 的 不 等 式 表 明 2 € MT C 
Af?, 于 是 后 面 的 不 等 式 意味 着 ro YY JM”, 得 出 耶 盾 .因此 
Moo = Mi. : | 
”” 综 上 所 述 ， 我 们 现在 得 到 一 种 新 的 对 偶 关系 ， 表 成 下 一 
定理 的 形式 . 

定理 3.3.4 设 MC 丽 " 为 含 原 点 的 财 凸 集 ， 则 极 化 
集 1M?° 为 另 一 个 含 原点 的 闭 凸 集 ， 并 且 成 立 M"”” = 好 . 于 
是 M 的 度 规 函 数 Y(-|M) 是 M? 的 承 托 函数 o(-|M°), 即 
YM)= oa: 本 并 且 

= {rz € RR" | ~yY(r|M) < 1 


而 MM? 和 Y(|M?) 是 M 的 承 托 函数 , 即 Y(-|M?) = 
CC 

”5 引 理 3.3.5 设 放 为 及 ”中 含 原 点 的 团丁 集 . 那么 
M? 有 和 界 的 充分 必要 条 件 是 0 € int 1M; 同样 地 ， AM 有 界 当 
且 仅 当 0 € int M?. 

证 明 从 推论 3.2.9 可 知 ，M? 有 界 等 价 于 M ”的 承 托 
函数 7(:|A) 处 处 有 穷 . 另 一 方面 , 根据 推论 1.4.12, Y(:|M) 
处 处 有 穷 又 等 价 于 0 € int M . | 

下 面 我 们 进一步 讨论 多 面体 . 先 定义 有 关 和 集合 的 几 个 概 


D 


设 M 是 现 " 的 一 个 集合 ， 
(AM 叫做 吸收 集 ， 是 指 对 于 任意 ZE JR", 存在 常数 
o>0 使 得 x € BM,vi> oa. 
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(2) M 叫做 平衡 集 ， 是 指 aM C M,va€|[-1,1j. 

注意 , 当 afM 了 RR", 即 dim(af M) <n 时，M 不 可 
能 是 吸收 的 . 因此 对 于 一 个 吸收 集 M, 必然 有 af M = R". 

引 理 3.3.6 设 人 cC 刺 ”是 西 集 ， 则 为 了 是 吸收 
的 ， 必 须 且 只 须 0 € int M. 

证 明 当 0EintA 时， 显然 是 吸收 的 (这 时 不 要 
. 求 M 是 西 的 ). 现在 设 MM 是 吸收 的 凸 集 , 但 0 4 int M. 于 
是 通过 原点 0 可 以 作 一 超 平 面 使 得 M 位 于 该 趋 平面 的 一 
侧 ， 即 存在 向 量 z € 及 ”使 


(x,2) <0, -vreEM. 


这 样 ， 当 向 量 y € 页” 满足 (y,z) > 0 时 ， (ay,z) > 0， 

va > 0, 从 而 y 4 BM, YB > 0. 这 表明 M 不 是 吸收 的 ， 生 

” ”对 于 包含 原点 的 闭 凸 集 M C J", 我 们 在 2.2 节 中 定义 
了 的 M 度 规 函数 : 
YrIM)=inf{a>0)]zEeaM}, vreR'. 


这 里 为 了 记号 简单 起 见 ， 有 时 我 们 也 记 7w = 7Y(-|MM). 我 们 
也 指出 Ym 是 瑞 ” 上 的 正 齐 性 次 加 法 凸 函数 . 

引 理 3.3.7 设 MC JR" 为 包含 原点 0 的 闭 凸 集 ， 那 
人 么 ， 

(1) 若 M 有 界 ， 则 Yw(z) = 0 < 全 Z 一 0 

(2) 若 M 是 吸收 的 ， 则 7M(z) < co Yr E RR"; 

(3) 若 MM 是 有 界 吸 收 且 平衡 的 ， 则 Ym 是 RR*"” 上 的 一 
个 范 数 ， 即 它 满足 

1) 7M(z) =0 < 全 2 一 0， 

2) yu (or) = lalym (rz), vr € RR"*,aE€ER, 

- 179 . 


3) YM (T+ Y) < FMT) 二 TTMJ VC E Re"; 
( 见 1.2 节 中 欧 氏 范 数 的 性 质 ) 
“(4) M= {rz € "|Ym(r) < 1}; 
(5) 若 M 是 吸收 的 ， 则 7M 是 可” 上 的 连续 函数 . 
(6) 若 0€ int Af, 则 


int M = {x € IR" | ym (2) < 1}, 
bd M = {z € IR" |~ym(x) = 1}. 


证 明 (1) 和 (2) 可 直接 从 yx 的 定义 推出 .从 第 一 章 

我 们 已 经 知道 Yw 的 正 齐 性 和 次 加 法 性 ， 从 M 均衡 性 可 导 
出 YM 的 对 称 性 ， 即 YM(-Z) 一 Ttzj Vz € 有 R”. 于 是 再 
出 (1) 和 (2) 即 得 (3) 成 立 . 
-现在 证 :(4). 当 ZE M 时， 显然 TYM(z) 和 1， 反之 设 
YM < I， 如果 YM(X) < 1 则 由 0ei 和 对 的 四 性 可 
知 Z EM4gi 如 果 Ym(X) = 二 1, 则 可 取 an > 1 使 得 an 一 
l(n 一 oo)， Zz/an E AM,vn > 1. 但 7/onr 一 X(N 一 co)， 
故 从 好 的 六 性 推出 zx € M. 

当 2M 为 吸收 集 时 ， 从 (2) 知道 ， ?7M 是 至 ”上 处 处 取 
有 穷 值 的 吓 渔 数 ， 因 此 依 推论 2.5.2, 7M 是 区 ” 十 的 连续 攻 
数 ， 即 (5) 成 立 . 

最 后 证 明 (6). 如 果 xX € int M, 则 必 存 在 e > 0, 使 得 


1 
1 M 一 一 一 
(1 十 e)z GE 


因此 yw(z) < 过 < 1 反之 设 ywv(z) < 1, 则 从 (5) 
证 明 的 YM 的 连续 性 可 知 存在 ec > 0 和 7 6E Cale) 1) 使 


2 € B(x,ce) 一 > TYM(z) <r<1, 


中 
得 
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从 而 B(z,e) C M. 这 正 是 说 zx € int M， 最 后 一 个 结论 
bdM = {zx € IR" |~ym(7z) = 1} 是 自然 的 了 . | 
对 于 任意 集合 M C JR?*, M?° 总 是 JR? 中 含 原点 的 闭 
凸 集 ， 从 而 可 以 定义 M? 的 度 规 函数 YMe = Y(-|M?). 
定理 3.3.8 设 M 是 再 "中 含 原 点 0 的 闭 凸 集 ， 那 ， 
YM (TT) = inf{a >01({z,Y) <aym(y), Vy E M}. 
证 明 根据 度 规 函数 的 定义 ， 
YM° (7) = inf{fa >0|x eaM°} 
= inf{fa > 01(z,y) <a, vy Ee M}. 
男 一 方面 ， 从 定理 3.3.4 可 知 7M(z) = o(z|M?). 因此 
(Z,Y) < oym(y), vyEM 


等 价 于 
(x,y) < ao(y|M"), vyeM. 


而 由 定理 3.2.4 又 可 知 上 式 等 价 于 z/a < M?°, 即 x € aM°. 


| 
现在 考虑 多 面体 的 极 化 集 . 
定理 3.3.9 设 PP= conv{z1,…',Zm} 是 JR" 中 的 
多 面体 ， 那 么 


P= Nf{yeR |(y,r) <1}= FH (zl), 
其 中 H (zi, DD) = {y € R? | ci) < 1}. 
让 明 ” 根据 极 化 集 的 定义 ， 
P={yeR’|(yzr)<1,vrep}y 
C {y ER" |(y, xi) <1,1 = 1,.…,m)} 
一 DH (v1). 
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另 一 方面 ， 兰 (2 2i) < 1, Vv? 一 1,... ,7m, 则 对 于 炎 1， ”1 
zm 的 任意 凸 组 合 x 三 和 2 和 iTi， 有 


Tr : 1 
一 ?一 荆 


从 而 4 Zi 1,vreP, 即 y € P°. z | 
假定 5$ 是 及 ”中 的 一 个 多 和 面 凸 集 : 


S 一 N {2 € RY | (x, yi) <1}. 


记 P= conv {1,… ,ymj}, 则 由 上 述 定理 可 知 P? = 二 5S. 此 
外 ， 若 还 有 0 € PP, 则 依 定理 3.3.4, 5S” = P. 
由 任意 有 限 集 {z1,…, zm} 的 西 包 conv {zl1,*… ,Tnj} 
构成 的 多 面体 未 必 是 吸收 的 - 
定理 3.3.10 “为 了 刺 ” 中 的 凸 多 面体 已 = conv {x1， 
,2 是 吸收 的 ， 必 须 上 且 只 须 对 于 任意 非 零 回 量 zZ E 到 
诸 《Z, Xi) 中 必 定 有 六 格 正 的 也 必 定 有 产 格 负 的 ， 同样 地 ， 
若 多 面体 P 表示 成 


S = A {ze BR" |(z, yi) < ai}, 


则 为 了 8 是 吸收 的 ， 必 须 且 只 须 每 一 个 半空 间 {z € JR” | 
(2, vi) < oi} 可 以 写成 {T € 到” | (z, 2) <.1}, 并 且 
conv { 红 ，… ,Zzm} 是 吸收 的 多 面体 . 

证 明 “我们 已 经 知道 ， 书 为 吸收 集 的 充分 必 要 条 件 是 
0eint 忆 .但 {fze 现 "| (zzi) 二 0} 正好 是 通过 原点 的 超 
平面 ， 显 然 书 不 可 能 位 于 这 个 超 平 面 的 同一 人 出， 因此 定理 
的 第 一 个 结论 成 立 . 

注意 ， 为 了 0 € intS ( 即 S$S 是 吸收 的 ) 必须 且 只 须 每 
一 个 半空 间 {z € JR" | (z,zi) < oi} 包含 0 为 其 内 点 . 因 
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此 必须 且 只 须 ai > 0, 从 而 fz € JR? | (zzi) < ai 可 以 
写成 {z € JR" | (zx,zi) 之 1}. 由 此 从 推论 3.3.5 得 知 定理 的 
第 二 个 结论 成 立 . 站 
最 后 我 们 给 出 几 个 对 偶 锥 的 例子 . 
例 3.3.4 设 是 RV 的 线性 子 空间 ， 则 KK 的 对 偶 
锥 K* 等 于 KK 的 正 交 补 ， 即 K* = K+. 这 是 极 化 锥 的 相 
应 的 结论 . 
例 3.3.5 设 yE 人 R”, 并 令 
Ki= {rz € R" |(z,y)=0}, 
天 = {rz € R" | (x,y) > 0)}, 
Ks = {z € R" | (x,y) > 0}. 


那么 Ki 为 子 空间 ，K2 和 K3 为 凸 锥 , 它们 的 对 偶 锥 分 别 为 
Ki = {ay| A€ RR}, 
Kj = {W|I0<A< oo 
JR"， 帮 y= 二 0， 
{a 若 y 关 0. 
事实 上 ， 依 定理 3.3.11， 
K+ = {ze€ IR"|(z,z) =0, V(r, = 0}. 
如 果 y 二 0, 则 KK = JR", 从 而 KY = {0}; 如 果 2 关 0, 可 
取 zo € JR" 使 得 (z0,y) 关 0. 令 入 = (zo,z)/(zo, 从， 则 显 
然 


K* = 


(T — (7,Yy)/ (zo,y))ro,y) =0, vreIR". 
于 是 z € KY 等 价 于 
AZ — ((z,Y)/ (zo,y))To,2) =0, VrE€ JI", 
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即 z = Ay. 这 样 我 们 证 明了 KT 的 表达 式 . 
由 于 CKy,y 故 KiC Ki. 若 z= 和 WE Kz, 则 
(zzZ) 二 入 (y, 2) 0, YZ € Kz. 但 为 此 必须 且 中 须 入 > 0. 
最 后 ， 若 yy = 0, 则 Ks = 0 天 = JR"; 而 若 y 天 0, 则 
显然 cl Ks 二 K2. 因此 kK3 = 及 2. 


[a 


习 题 3.3 
3,3.1 设 玉 为 民 " 的 非 负 象 限 : 
K 一 {(c En) |&>=0, 1 < 1 < n}, 
试 证 : K?° 二 一 KK ( 非 正 象限 ). 


3.3.2 设 {ai | i ET 了 }C JR" 为 一 族 向 量 ， 并 设 上 是 由 向 量 族 
{ai | iE€EI} 生成 的 所 入 试 证 : 
= {z” E R" | (ai, 2* ;<0O,iel}. 
3.3.3 
Mi = {(€1,:* ,én) ER" |é>0,61+.+ én < 1}, 
= ft) 有 ”| | 二 二 < 1}, 
Ms = {(€1,€2)" ER? |(€1— 1) +é2 <1)}, 
M4 = {(é1,€2)" ER’*|é1 <1-(l + 级 )'2. 
求证 : 
M? = {m,n) ER |m<1,1i= 1,..,n), 
M3? = {(m ,Mn) ER" | |nil < 1,1¢= 1,..,n}, 
Me? = {(m:m)" € R?|m < (1— /2), 
M? = conv (PU{0D, P= {(m,m) |m > (1+%)/2}. 


3.3.4 设 AMC RW 为 非 空 集 ， 试 证 : 
(1)A O00 一 一 Ad ?; 
(2) M 有 界 < 0EintAd 
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(3) JW” 有 界 人 > 0 € int (conv M). 
3.3.5 设 {1Mi je 了 为 现 "” 的 一 族 非 空 紧 凸 集 ， 假 定 0 € 
int AM;, Vi E 7 试 证 : 


(0 M) =a (conv (vm?)) 


3.3.6 设 M C 到 ”为 一 空 止 子 集 ， 假 定 
CA 2) < sup{(y, 2) | ye M}, vze R", 
求证 :XT E M. 
3.3.7 设 4 为 而 ”中 一 正定 矩阵 ， 3 为 由 4 决定 的 椭 球 体 : 
S = {z€ IR" | (z,Az) < 1}. 试 证 : 


ys(z)=|Al/2zl, vz€ IR", 
wso(z) = 1422z||， vre RR'. 


| 1/2 
(Ge A z)( 4 一 功 一 ((y, A-1y))) 
((y, A~iy))1/2 
3.3.8 设 五 C 刺 ?” 为 紧 凸 集 ， 假 定 0 E intKK, 玉 为 KK 的 一 
个 面 . 定义 K? 的 子 集 玉 
F={yeK°|(y,7z)=1, vr € FPF}. 


Fe 四 
inf Ys° (7 + oy) 


试 证 : 下 是 K? 的 一 个 面 . 
3.4 对 偶 运 算 


很 定 我 们 对 给 定 的 一 些 凸 函数 万 , …… fm 作 某 种 运算 ， 
如 加 法 ， 数 乘 等 等 ， 所 得 到 的 函数 的 共 辑 与 谨 ,……, fi% 有 
什么 关系 呢 ?实际 上 ， 在 许多 情况 下 ， 这 种 共 轿 对 应 立会 把 一 
种 运算 转换 成 另 一 种 运算 . 
我 们 从 一 些 简单 的 情形 着 手 讨 论 . 设 9 为 机" 上 任 一 
函数 , 取 ae 现 ", 作 9 的 平移 : f(x) = g(x 一 &), 则 我 们 知道 
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f°(7’)=9 (7)+ (a,7), Yr € I". 
f” 作为 9 与 线性 冰 数 之 和 的 共 辆 是 f 的 二 次 共 思 万, 容 
易 算 出 
f(z)=g (za), vreR'. 
特别 是 ， 若 9 还 是 闭 的 , 则 g(z 一 a) 与 9*(2*) 十 (a,2*) 互 
为 共 斩 . 
再 如 ， 对 于 实数 a 和 西沙 数 9, 我 们 有 
(9 二 oa) =g9 —a. 
对 于 a < JR" 和 凸 集 M C 再” 我 们 知道 ,平移 集合 MM 十 a 
的 承 托 沾 数 是 
or*|IM +a)=o(z*|M) + (a, 2*). 
实际 上 ， 这 一 事实 是 上 面 指 出 的 规则 的 特殊 情形 : 示 性 函数 
9 二 6(:|M) 的 共 罗 是 M 的 承 托 函数 ; 而 M 的 平移 对 应 于 
其 示 性 孙 数 的 平移 . 
凸 函 数 的 左右 非 负 数 乘 法 也 是 互 为 共 移 的 . 
定理 3.4.1 设 为 责 ” 上 的 真 凸 函数 .那么 
(Aj 六 = 户 A，(FA = 入 庆 ，Y0<A< oo. 
证 明 当 A^A > 0 时 直接 从 共 罗 水 数 定义 推出 . 当 Qw = 0 
时 它 反 喘 了 如 下 一 个 简单 的 事实 ; 常 值 函 数 0 i 


6(:10) 的 共 罗 池 数 . 
推论 3.4.2 设 M C 严 " 为 非 空 凸 集 ， 那 么 


OZ “|AAM) = Mo(r"IM), YO<A<o. 


- 186 . 


证 明 取 f(z) = 6(z|M). 

在 进一步 讨论 之 前 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 3.4.3” 设 工 C JR" 为 一 子 空间 ，f 为 RR 上 一 
真 凸 函数 . 那么 ， 工 mri(dom 了 ) 关 0, 当 且 仅 当 不 存在 任何 
向 量 z* € 上 L+ 使 得 (1*0+)(z*) < 0 和 (f*07)( 一 2*)>0. 

证 明 “由 于 工 是 相对 开 集 , 故 LNri(domf) = 了 9 等 
价 于 存在 一 超 平面 把 上 和 dom f 真 分 离 ， 即 存在 一 向 量 
ZX* E JR"” 使 得 

inf{(x,2*) | x EL} > sup{(z, x7’) | 2 € dom f}, 

sup{(7, 2”) | ZE 了 > inf{(z, zr)|zEdomf}. 

( 见 引 理 1.5.2) 上 述 dom f 上 的 上 、 下 确 界 分 别 是 
(Fo0+)(z*) 和 — (f*07)(—x"), 

这 是 因为 ， 根 据 定理 3.2.11, f*0+ 是 dom f 的 承 托 函数 . 

另 一 方面 ， 却 上 (zx,2*) 的 下 确 界 当 z* E 了 时 为 0, 而 当 

z* Lt 时 为 00. 因此 上 述 两 个 关于 x* 的 极 值 条 件 等 价 

于 zx*€ELt,0>(fF0+t}zr*) 和 0> —(f*07)(—2z*). | 

推论 3.4.4 ” 设 4 : R" 一 JR" 为 线性 变换 . 设 9 为 

有 丽 m 上 的 真 凸 函数 .那么 为 了 不 存在 向 量 yw € 及” 使 得 

A*y* =0, (g*0+)(y*) < 0 和 (907)( 一 好) > 0 
同时 满足 ， 必 须 且 只 须 至 少 有 一 个 向 量 ZE JR" 使 得 Ax E 
ri (dom 9). 

证 明 令 L={h4xz|xe IR"}, 即 工 为 4 的 值 域 子 空 
间 ， 则 : 

L- -={y eR™”|Ay =0}. 
然后 应 用 引 理 3.4.3 于 工 和 9, 即 得 所 要 结论 ， I 
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推论 3.4.5 ” 设 户 ,和 是 现 "” 上 的 mm 个 真 凸 函 
数 . 那么 为 了 不 存在 向 量 zl ,Xn € RE”, 使 得 
: Z1 十 …: 十 Zm 三 0， 
(FO )(zi + 十 (成 07)(zz) < 0， 
(FFOT)(-z1) + + (0+)(-a) > 0 
必须 且 只 须 : / 
~_ ri(dom fi1) NN Tri(dom fm) # 0. 


证 明 ”把 Rm” 看 成 乘积 空间 R" x .… x 及 "， 对 
于 JR™" 中 的 元 z = (21,.…- , Tm)) z” 二 一 (21 17 
TisT? E JR",1 < i < m, 规定 内 积 ; 


(z, 2*) = (m1 01) + .+ (zmyz 
今 定义 Rm" 上 的 函数 上 


Fe ;Trm) = fr (Tk), VX; CE RR", 1 <1 < 7n, 


/显然 是 凸 函数 ， 并 且 由 于 假设 
ri (dom fi)N...Nri(dom fn,) #09, 
j 还 是 真山 的 . 容易 看 出 ， 对 于 Xi € IR",l1 <i<m, 
i 
并 且 f* 的 回收 函数 f*0+ 是 
( 产 0+)( 人 5) = (fFOT) (ZT) + + (FO0+) (zr,). 
定义 子 空间 
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L={(z1 ,Tm) ER |7X1= 72 = = rm € IR"}, 
则 其 正 交 补 是 
L+ = {Zz* = (xi; ) | 二 zm = 0}. 
然后 应 用 引 理 3.4.3 于 f 和 上 的 即 得 所 要 结论 . 
定理 3.4.6 ” 设 4 : RR” 一 JR™m 为 线性 变换 ， 那 么 对 
于 丽 ” 上 的 任意 凸 函 数 f, 有 
而 对 于 丽 "” 上 的 任意 凸 通 数 9 则 有 
((clg)A)* = cl (A*g’*). 
此 外 ， 如 果 存 在 ze JR" 使 得 Az € ri(domg), 则 上 述 第 二 
式 中 的 财 包 运算 可 以 略 去 ， 并 且 
(gA)*(z”) 一 inf 14 二 2 
其 中 对 于 每 一 zx* E JR", 下 确 界 被 达到 ( 空 集 上 的 下 确 界 约 
定 为 十 co). 
证 明 ”直接 计算 可 以 证 明 第 一 式 : 
(4 六 ) = supftt /一 2) 1 E IR™} 
= supl sup {y,9) ~ f(r)|ly eR"™} 
2 一 4 
= sup{(Az,y) — f(r) |z € R"} 
= sup{(z, A°y’)— f(r)|r€ RR"} 
= f(A). 


应 用 这 一 关系 于 4 和 g” 得 到 


% 
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(4 9 六 一 g 4 一 = {clg)A, 
因此 
(elg)4) = (A*g")"™* = cl(A'g’). 

现在 假定 存在 x € 丽 ", 使 得 4z € ri(dom g). 如 果 对 
某 个 y € JR", g(y) = 一 co, 则 依据 定理 2.2.11, 9 在 整个 
ri (dom g) 上 恒 等 于 -00, 从 而 g* 和 (gA)* 恒 等 于 十 oo0. 因 
此 ， 我 们 假定 g(y) > 一 00, Vy € R™. 于 是 根据 定理 2.6.8， 
(cl1g)4 = cl (9g4). 两 边 取 共 固 得 到 ((clg)4)* = (gA)*. 另 
一 方面 ， 由 于 4z € ri (dom g), 因此 推论 3.4.4 断定 g9* 和 
A* 满足 定理 2.6.5 的 条 件 ， 从 而 cl(A*g*) = A*g*; 并 且 
A*g* 定义 中 的 下 确 界 被 达到 |. I 

注意 ， 上 述 定理 的 最 后 一 个 结论 是 说 : 
sup{(z, 2)—g(Az) | x € IR"}= inf{g (vy ) | Ay = 7°}. 
类 似 于 这 样 的 inf = sup 的 公式 在 极 值 问题 中 占有 重要 的 位 
置 ， : 
我 们 继续 讨论 加 法 和 下 端 卷 积 的 对 偶 关系 .. 
定理 3.4.7 设 刻 ,…., fm 为 IR" 上 的 真是 函数 . 那么 

(fi0D.…0fm) = i++ fn 

(d+ tadfn) = (Fo. oF). 
此 外 , 如 果 Di ri(dom 户 ) 关 , 则 第 二 式 中 的 闭 包 运算 可 以 
去 掉 ， 并 且 

( 户 二 十 万 )(z) 
= inf{ 户 (zi) + + fr(zm) | Ti+ + rh 2 
这 是 对 每 一 z*, 下 确 界 都 能 达到 
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”证 明 依照 定义 ， 
(f10:...0Ofm) (2) 


= sup {(7.7) ~ in, {fm) + + fm (0m)})} 
= sup sup  {(2,7’)— fi(r1)—-…— fm(lzm)} 


TERY T1+ Tim=T 
一 Sup Zi 2 ) 十 十 (ZmZ ) 
“TmER?n 


一 户 (Z1) 一 … 一 思 (zm)j 
= 万 (z ) 十 :十 (zw 
据 此 又 可 推出 


(FO OF = dt 
因此 
(clfitto fn) = (FO O05)" = dd (fio oF). 

现在 如 果 人 fi (dom 户 ) 关外 则 根据 定理 2.6.7， 
dfit+:…+d fm = cl (有 丹 十 … 十 fm)- 
上 式 右 端的 共 辑 是 ( 丹 十 … 十 fm)*. 同时 在 ri(dom 及 
关 0 的 假设 下 ,推论 2.6.6 条 件 满足 ， 从 而 下 端 卷 积 序 口 … 
口 筷 是 闭 的 ， 并 且 其 定义 中 的 下 确 界 被 达到 | 
现在 我 们 应 用 定理 3.4.7 来 计算 距离 函数 的 共 罗 . 设 M 
为 IR" 的 一 非 空 凸 集 ， 令 

f(z)= dzr[M)=inf{fllz ~ ylye M}, vreR. 

如 果 令 及 (zx) = zz fz2(zx) = 6(z|M), 则 了 = 所 口 f2. 于 是 


: “IM), YYV 
Pe) = + = 
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下 一 个 例子 会 在 带 近 论 中 直到 ， 考 察 函 数 
f(z) = inf{llz — G91 一 mg | 5 € R)}, 
其 中 衣 ,…, ym 为 现 "” 中 的 给 定 元 ， 而 
lzllwo = max{l6| |1<7<n}, Vz= (Cbn) ER" 
于 是 若 令 
fi(x) = |zlleo, fz(7) = 6(z|L), 
其 中 也 = span ty ,ymj, 则 = 有 i 口 f2. 注意 万 是 集合 
M={rz= (én) | 二 十 | 去] 
的 卫 托 函数 ,， 故 fT 是 M 的 示 性 函数 ， 另 一 方面 ， 片 是 正 
交 补 空间 
L+ = {z” | {x,y) = 0,1= 1,.…,m} 
的 示 性 函数 . 因此 
产 = 及 + 及 =5LMHnZL) 
， 定 理 3.4.8 设 {f ie 了 是 JR" 上 的 一 族 真是 函 
数 ， 了 为 任 一 指标 集 . 那么 
(conv {f; 12 <E 1}) = sup{f; |ieT}, 
(sup{al ff |ie 1}) = cl (conv {fi lie 1}). 
如 果 ! 是 一 个 有 穷 指标 集 , 并 且 cl (dom 到) 为 同一 集合 M， 
则 上 述 会 式 中 的 闵 包 运算 可 以 略 去 . 此 外 ， 在 这 种 情形 下 ， 
(sup{fi |ie 1}) (2") 
= nf { DAA (e!) Dr? = 2°, (3.4.1) 


1E1 ?了 
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这 里 对 每 一 Z” 6E JR", 式 (3.4.1) 中 的 下 确 界 取 在 一 切 凸 组 
合 》 Xiz;y = z* 上 ， 并 且 下 确 界 被 达到 ， 
iE7 
证 明 记 f= conv {fili e 7 我 们 知道 ， (2 ) E 
epi f* 等 价 于 相应 的 仿 射 函数 及 二 《(-,7z*) 一 入 满足 hf. 
但 hh < 了 又 等 价 于 有 hh 之 fi, Vi E17 于 是 jp* 二 了 (z*), 当 
目 仅 当 上 彤 (X*), Vi € 1. 这 正 是 所 要 证 明 的 第 一 个 式 
子 . 将 此 公式 应 用 于 万 :; 我 们 得 到 
(conv {fi | Ee n}) = sup{f’" |iEI}=supt{clfi|ieI}. 
然后 再 对 上 式 两 端 取 共 罗 ， 得 到 
(sup{cl fi | 1 E nn) = (conv {fr | 1 € 0) 
= cl (conv {fr |ie 17}). 
如 果 存 在 一 点 z E Ori (dom 广 ) 使 得 sup 上 (Zz) < oo, 则 依 
z 1 i€ : 
据 定 理 2.6.9， + 
(sup{dl fs |iE 7) = (a (sup{fi |ie nD) 
: = (sup{fi|ie1}). 


特别 是 当 为 有 穷 集 ， 并 且 cl (dom i) = M, Vi e 也 就 是 
这 种 情形 . 这 时 集合 dom fi 的 承 托 函 数 是 回收 函数 /0+ 
(网 定理 3.2.11), 并 且 都 等 于 o(-|M), 因此 依 推论 2.6.13， 
conv {f2 | i 和 1} 是 闭 的 ， 并 且 由 (3.4.1) 中 的 下 确 界 式 子 
给 出 . | 

推论 3.4.9 设 {Mi | ie 了 } 是 JR* 中 一 族 非 空 凸 
集 ， 并 记 D = conv {M1U:…U Mm}, 那么 : 

llD) = sup{o(-|Mi) | i € 7}. 
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此 外 ， 著 M = Qcl Mis 则 
oIM) = a (conv {o(-|Mi) [ie 1}). 
证 明 ”根据 定理 3.4.8, 取 所 = 6(-|Mi). I 
推论 3.4.10 设 {Mi|iE7T} 是 JR" 中 一 族 凸 集 , 那么 
(conv {Mi |ie 1}) =N{M? |ie7), 
(N{a Mi|ieT1}) =d (conv {M? |ie7}). | 


在 结束 本 节 之 前 , 我 们 把 有 关 凸 函数 和 凸 集 运算 的 几 个 
重要 的 对 偶 关 系 简单 归纳 于 下 : 
(1) 共生 运 算 f 一 a 在 尼 "” 上 的 闭 真 唔 函数 类 中 是 
一 对 一 的 . 
(2) 对 于 及 ”上 的 真 丁 函数 f, f** = clf. 
(3) 对 于 JR" 上 的 真 止 函数 f， 
jz) 二 (zz 过 (DZ VY,r” € IR". 
(4) 对 于 Re™ 上 的 真 凸 了 汝 数 fi, f2,: ” , fm, 
(fiD Ofm) = r++ fn, 
(fr t+tao fn) = dd(foO.… Of). 
(5) 对 于 及 ”上 的 真 吓 函数 族 { 户 |2E 了 }， 
(conv {f |ie 1}) = sup{f; | i €T1)}, 
({dfilie7T}) =a({f lie7}). 
(6) 对 于 丽 ” 一 也 ” 的 线性 变换 4, 现 ” 上 的 凸 函 数 
f 和 及 ”上 的 西沙 数 9， 
(A = 产生， ((d9)A) =d(A'g"). 
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(7) 对 于 奈 "” 中 的 一 族 凸 集 {Mi 2E I}, 
(conv {M: |z <E 7) = NMN{M?|iel}, 


(Nn{aMilie nl}) =d(conv{M?|ie7}). 


习 题 3.4 

3.4.1 设 4 :了 ”一 尼 ” 为 线性 变换 . 试 证 : 对 于 玉 ” 中 的 任 

意 凸 集 M , 式 
o(y| 4M) = olAyM), vy eR™, 
成 立 ， 而 对 于 任意 凸 集 入 C 报 , 式 
o(z|ATlI(clN))= cl(A*o(zIN)), vz € IR” 
成 立 ， 此 外 ， 如 果 存 在 一 个 ZE 有 再 ”使 得 4rz Er 六, 则 上 式 中 闭 包 运 
算 可 以 省 略 ， 并 且 
o(z|ATIN) = inf{o(y|IN) | A*y = zx}, 
这 里 对 于 每 一 2 € 肥 ”, 下 确 界 被 达到 . (约定 在 空 集 人 上 的 下 确 界 为 
十 oo ) 
83.4.2 设 4 : RR” 一 有 RW” 为 线性 变换 试 证 : 对 于 任意 凸 集 
Ad C JR", 式 
(AM)° = A 1(M") 
成 立 ， 而 对 于 任意 山 集 入 C 现 ”“, 式 
(4 (cIN))" = cl(A*(N®)) 

成立. 此 外 ， 若 存在 x € 有 再” 使 得 4z € riN， 则 二 式 中 的 闭 包 运算 可 
以 省 略 . 这 里 有 ”表示 

3.4.3 设 Ai Mm 是 而 ”中 的 非 空 四 集 ， 试 证 

o(-|Mi 十 …， 本 = 0o(|Mi)+ :+ o(-|M), 

o(-|cl Mi N° -Nc Mm) = cl (o(-|M1)O .Do(|Mm)). 
此 外 ， 如 果 诸 集合 T 2M1，…… ,ri Mj 相交 ， 则 上 式 中 的 闭 包 运算 可 以 省 
赂 ， 并 且 有 
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ofzlan: .nn) = inf 人 之 o (zkl My) 
| | k=1 
这 里 的 下 确 界 对 每 个 ZE 刁 ”都 被 达到 . 
3.4.4 设 K1,… ,Km 是 JR” 中 的 非 空 古 锥 . 试 证 : 
(Ki+::-:+ Km) = KM.NKS, 
(cKRiNM:- -NcIKm) = cl(K?+...+ Ko). 


TI 
> Tk 一 中 
天 一 1 


此 外 ， 如 果 诸 锥 ri Ki, ,ri Ky 相交 ， 则 上 式 中 的 闭 包 运算 可 以 省 路 . 


3.5 无 界 多 面 凸 集 * 


本 和 讨论 无 界 多 面 凸 集 的 基本 性 质 .在 此 之 前 ， 我 们 先 
讨论 一 下 凸 集 的 表现 问题 . 我 们 在 1.6 节 中 曾 指出 JR” 中 的 
每 个 闭 凸 集 MM 都 是 至 ”中 包含 邮 的 所 有 闭 半空 间 之 交 ， 
-实际 上 ,这样 的 财 半 空间 的 数目 可 以 大 大 减少 . 我 们 称 超 平 
面 瑟 C JR" 与 闭 凸 集 M C JR? 在 一 点 ZE M 相 切 ， 是 指 
HH 是 M 在 Z 处 的 唯一 的 承 托 超 平面 . 好 的 切 半 宇 间 昨 
指 包含 MM 的 一 闭 半 空间 ， 并 且 其 边界 超 平面 (实际 上 半空 
间 的 边界 本 身 是 一 个 超 平面 ) 与 M 在 某 点 相 切 .这 里 的 切 
超 平面 实际 土 是 1.9 中 是 义 的 答 坟 所 的 一 种 对 偶 概 念 . 

定理 3.5.1 设 A 必 是?” 中 的 一 n 维 闭 凸 集 ， 那么 
M i = 间 之 交 

证 明 设 C 表示 狼 的 承 托 子 数 ol 1M) 的 上 图 ， 显然 
C 是 Rt 中 不 止 合 原 点 的 闭 廿 锥 ， 由 于 dim M = 7n, M 
的 内 部 非 空 ， 故 

—o(—7"|M) <o(r|[M), vr € RR",7z” #0. 
因此 G 不 可 能 包含 通过 原点 的 直线 . 依据 推论 1.9.11， 有 
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G 二 dl(eonv 5) 其 中 为 的 所 各 时 的 间 . 丝 放 
根据 定理 3.2.4， 


rEM < 人 (Sa MY € RR". 


因此 ， 对 于 zx € AM, 相应 的 线性 泛 函 《7Z，) 的 上 图 含有 C 
的 “ 非 垂 直 ” 的 暴露 射线 ;反之 也 一 样 ， 另 一 方面 ， 好 又 
是 这 样 一 些 闭 半空 间 {z E JR" | (zz < Qj} 之 交 : 这 里 
的 (Zz*,Q) 使 得 {AX(z*,a) | 入 >0} 是 GG 的 “ 非 和 焉 直 ” 暴露 
射线 . 后 一 个 条 件 意 昧 着 存在 G 的 某 个 “ 非 垂 直 ” 的 承 托 
超 平面 ( 即 某 个 线性 函数 《,y) 的 图 像 ), 它 与 G 之 交 就 是 
由 (zx*,Q) 产生 的 射 组， 换 句 话说 ， 存 在 某 个 y € MM, 使 得 
(y,2*) 二 ol(z*|M) = a, 但 当 Y* 不 等 于 2* 的 非 负 倍数 时 ， 
有 (yj 六) < o(y*|M). 这 正 是 说 半空 间 {8R* | (zz < cj 
与 M 相 切 于 点 y. 因此 M 是 所 有 这 样 的 切 半空 间 的 交 . 上 

我 们 称 一 个 凸 集 是 有 限 生 成 的 ,是 指 它 是 由 有 穷 多 个 点 
和 方向 构成 的 某 个 集合 的 凸 包 . 下 一 个 定理 是 说 ， 多 面 凸 集 
就 是 有 限 生 成 的 凸 集 . 这 一 事实 在 几何 上 是 相当 直观 的 ， 但 
其 证 明 却 并 不 是 初等 的 . 这 里 我 们 基于 1.9 节 中 建 记 的 关于 
凹 集 面 的 结果 来 证 明 这 一 定理 ， 

定理 3.5.2 设 MM 是 有 R” 中 的 屿 集 ， 那么 如下 二 个 命 
题 是 等 价 的 : 

(1) M 是 多 面 凸 集 ; 

(2) M 是 闭 的 ， 并 且 只 有 有 穷 多 个 面 ; 

(3) M 是 有 限 生成 的 . 

证 明 (1) 一 >(2} 设 M 是 RR” 中 m 个 闭 半 空间 G1， 
,Gm 之 交 , 并 设 下 为 M 的 一 个 非 空 面 . 设 Hi 为 由 Gk 
的 边界 构成 的 超 平面 (边界 超 平 面 ). 对 于 每 个 , ri 必 包 
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含 在 int Gk 或 者 Hi 中 . 设 刀 是 Gx 或 者 Hi 中 包含 二 了 
的 一 些 (当然 是 有 穷 个 ) 相对 开 凸 集 之 交 . 于 是 也 是 MM 的 
凸 子 集 ， 并 且 也 是 相对 开 的 . 依据 定理 1.9.3, D 是 M 的 一 
”个 极 大 相对 开 凸 子 集 ， 因 此 ，riF = D. 但 上 述 这 种 形式 的 
集合 DD 仅 有 有 穷 多 个 ， 并 且 M 的 不 同 面 的 相对 内 部 不 相 
交 (定理 1.9.2), 因此 M 只 可 能 有 有 穷 多 个 面 - 
(2) 二 (3} 先 考 察 M 不 含 任何 直线 的 情形 .根据 定理 
1.9.7, M 是 其 极点 和 极 方向 的 凸 包 . 由 于 M 仅 有 有 穷 多 个 
面 ， 故 它 仅 有 有 穷 多 个 极点 和 极 方向 . 因此 ， M 是 有 限 生 
成 的 . 现在 假定 M 含有 直线 ， 于 是 M = So 十 工 , 其 中 也 
是 Mf 的 直线 状 空间 ,而 Mo = MN Lt 是 不 含 直线 的 闭 凸 
集 . 注意 lM 的 面 都 能 表示 成 机 = FNL+t, 其 中 下 是 M 
的 面 . 于 是 Mo 仅 有 有 穷 多 个 面 ， 因 此， Mo 是 有 限 生成 
的 . 设 匀 ,… ,bm 是 工 的 基 , 任意 向 量 z E M 都 可 以 表示 成 


全 一 2Z0 十 A1b1 十 ……， 十 Mm bm 十 A (—0b1) 十 ……: 十 入 〔《 一 bn) 


其 中 zo € MoN > 0X > 0 == 1,.…,m. 这 样 我 们 证 明 
了 AM 本 身 也 是 有 限 生成 的 . 

(3)- 一 (2 设 M = conv 5S5, 5 是 由 JR? 中 的 一 些 点 和 
方向 组 成 的 集合 . M 的 闭 性 容易 直接 验证 . 此 外 ， 依 据 定 
理 1.9.4, M 的 面 与 8 的 一 些 子 集 之 间 有 着 一 一 对 应 的 关 
系 ， 从 而 M 只 可 能 有 有 穷 多 个 面 . 

(2)=>(1} 不 失 一 般 性 ， 我 们 只 要 讨论 dim M =n 的 
情形 就 可 以 了 . 依据 定理 3.5.1, M 是 其 所 有 切 半空 间 之 交 . 
如 果 五 是 M 的 一 个 切 半 空间 的 边界 超 平面 ， 根 据 定义 ， 
存在 ze M, 使 得 吾 是 M 的 通过 点 x 的 唯一 的 承 托 超 平 
面 . 因此 万 也 是 M 的 通过 暴露 面 M NH 的 唯一 的 承 托 
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超 平面 . 由 于 M 仅 有 有 穷 多 个 面 ， 它 也 只 可 能 有 有 穷 多 个 
切 闭 半空 间 ， 因 此 M 是 一 个 多 面 凸 集 . | i 

推论 3.5.3 JR" 中 的 每 个 多 面 吓 集 至 多 有 有 穷 多 个 
极点 和 极 方 向 . 

证 明 这 是 因为 极点 和 极 方向 对 应 于 单 点 和 半 直 线 面 ， 
而 根据 定理 3.5.2, 每 个 多 面 凸 集 的 面 数 是 有 穷 的 ， 

下 一 个 定理 在 研究 线性 规划 问题 时 是 有 用 的 . 

定理 3.5.4 设 卫 是 JR" 中 不 舍 任 何 直线 的 多 面 凸 
集 . 假定 线性 泛 函 f : R" 一 再 在 已 上 有 上 界 ， 即 ， 
sup{f(z) | x € P} < 0, 那么 PP 至少 有 一 个 极点 z, 使 得 
f 在 z 处 达到 其 在 已 上 的 最 大 值 ， 即 

f(z) = sup{f (zx) |z € P}. 

证 明 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 dim P = n. 我们 仍 
采用 关于 空间 维 数 nn 的 归纳 法 来 证 明 . 对 于 n = 1, 不 含 任 
”人 和 何 直线 的 “多 面 凸 集 ” 已 是 闭 线 段 或 者 闭 半 射 线 ， 所 要 的 结 
论 不 难 直 接 验证 . 假定 定理 对 于 维 数 小 于 n 的 空间 成 立 . 
现在 设 P 是 RR" 中 不 含 任何 直线 的 多 面 吓 集 . 对 于 IR* 上 
的 线性 泛 函 f, 容易 看 出 

4H=sup{f(rz)| xz € P}= sup{f(z)|z € bd P}. 

设 印 ,…， Hm 是 R" 中 的 m 个 超 平面 使 得 已 = 个 HH， 
其 中 H+ 和 有 Hi 是 与 Hi 相关 联 的 两 个 闲 半空 zs 间 . 于 是 
bdP = J (H; NP). 


这 样 ， 存在 茶 个 标号 1 了 SISm 使 得 
HL 一 sup{f (x) |z EeE PN H,)}. 
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注意 ， HH NP 仍然 是 一 个 多 面 凸 集 ， 因 为 再 可 以 写成 
Hi; = H7NHi. 从 而 


HNP = (NM HE) NH. 


显然 ，dim(H; 丫 P) < n, 并 且 Hj; 路 P 也 不 含 任何 直线 . 于 
是 由 归纳 假设 知 , 存在 PNH; 的 一 个 极点 z, 使 得 4 = f(z). 
但 PN Hi; 的 极点 也 是 P 的 极点 ， 定 理 得 证 . | 

最 后 我 们 简单 提 一 下 多 面 凸 函数 的 概 念 . RR” 中 的 一 个 
凸 函 数 f 叫做 多 面 凸 函数 ， 是 指 其 上 图 epif 是 IR"t1 中 
的 一 个 多 面 凸 集 . 例如 ， 仿 射 函数 ， 多 面 凸 集 的 示 性 函数 就 
是 多 面 凸 函数 的 例子 ， 

于 是 对 于 及 ”上 的 多 面 串 函数 六 epiy 必定 是 "+ 
中 有 穷 多 个 闭 半空 间 之 交 ， 这 些 半 空间 或 者 是 垂直 的 , 或 者 
是 仿 射 函 数 的 上 图 . 换 句 话说 , f 是 一 个 多 面 串 函数， 当 生 
仅 当 上 可 以 表示 成 
~ f(z)=g(z)+6(z|M), vz € IR", 
其 中 : 

9(Z) = max{(z,bi) ~— Bi|1 < i < Ek}, 
M= {rz€ IR"|(r,b) < PB, k+l1<ji<m}. 


这 里 站,… ,bkp; bk+1,"… ;bm 和 B1,-… ,Bm 为 给 定 一 些 向 量 
各 数 . 
JR" 上 的 一 个 号 函数 f 叫做 是 有 限 生成 的 ， 是 指 存在 向 
量 a1,… ,am € JR" 和 标量 al, …,am € 到, 使 得 
f(x) = inf{AMQ1 + + Amam}, (3.5.1) 
其 中 下 确 界 是 对 满足 下 列 条 件 的 一 切 标 基 Xi 取 的 : 
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和 AlQ1 十 :十 ApQk 十 AR-1QF+I 十 … 十 AmQm 一 了， 
NTTDA>zoOI<i<cm 
不 难看 出 ， 由 式 (3.5.1) 定义 的 函数 f 可 以 表示 成 
f(r) = inf{p | (7x, 4) € FP}, 


其 中 下 是 RR"+1 中 由 有 穷 个 点 (a1,01),…, (Qk,Qk) 和 方 
向 (ak ak (amam) 组 成 的 集合 的 凸 包 ， 根 据 定 
理 3.6.2, 下 是 一 闭 子 集 ， 从 而 与 epif 相等. 这 表明 ， 对 于 
使 得 f(z) 有 穷 的 任意 ze JR", 点 (x, jz)) 必 属 于 Ff, 因 
此 式 (3.5.1) 中 定义 f(z) 的 下 确 界 实际 上 被 达到 ， 这 样 我 
们 证 明了 : 
定理 3.5.5 为 了 JR* 上 的 一 个 凸 冰 数 f 是 多 面 器 
数 ， 必 须 且 只 须 它 是 有 限 生 成 的 . 这 样 的 函数 如 果 还 是 真山 
的 ， 则 必定 是 闭 的 ， 在 有 限 生 成 的 凸 函数 的 定义 中 ， 如 果 对 
给 定 的 zx, 式 (3.5.1) 中 的 下 确 界 有 穷 ， 叫 它 必定 在 某 些 
和 ; 处 达到 . 。 
再 上 的 绝对 值 jz| 显然 是 多 面目 的 . 更 一 般 地 ，JR"* 上 
的 函数 
f(z) = + .+ié|, VreIR” 
也 是 多 面 凸 的 ， 因 为 它 可 以 表示 成 形式 如 
ftZ) 一 sl6l 十 :十 sntn， cj) 二 十 1 或 一 二 
的 2 个 线性 函数 的 点 点 上 确 界 ， 这 里 = = (el，…… ,en). 
另 一 个 常 遇 到 的 多 面 凸 函数 是 
f(z) = max{|é1],: ,|énl}. : 
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f(z)=ejkj;， 6j=+1 或 一 1,1<j<n 
的 线性 函数 的 点 点 上 确 界 ， 
定理 3.5.6 多面 凸 函 数 的 共 斩 仍 然 是 多 面 凸 函数 . 
证 明 设 f 是 嘱 ” 上 的 多 面 吓 函数. 于 是 f 是 有 限 生 
成 的 ， 从 而 可 以 用 式 (3.5.1) 表达 . 由 此 可 得 


产 (z) = sup | >» Ai(Qi, 7) 一 Nail, EIR, 
?一 | 1 一 | 


这 里 上 确 界 是 对 满足 
A1 > 0,:.…,Am 之 0， 和 1 十 … 十 入 二 1 
的 一 切 入 1 Am 取 的 . 容易 看 出 ， 当 
{auyT)—ai <0, Vi=kt+l1,,m 
时 有 
z f(z)= max{(ai,£)— oar|i= 1,...,k});- 
否则 的 话 ， f*(z*) = +oc. 因此 f* 是 多 面 凸 的 ， I 
习 题 3.5 


3.5.1 试 证 ;JR” 中 每 个 多 面 凸 集 4 都 可 以 表示 成 M = {x < 
RR" | Bz < b), 其 中 BB 是 某 个 mr x n 答 阵 ，b € IR™. 

3.5.2 设 BB 是 mxn 和 矩阵 bE€ JR™. 试 证 :M = {x € JR"|. 
Bz 二 b,x > 0} 是 一 个 多 面 凸 集 ， 并 县 至 少 有 一 个 极点 . 

3.5.3 试 证 : 当 上 题 中 的 Mf 为 无 界 时 ， JM 必 有 极 方向 . 

3.5. 生 ”举例 说 明定 理 3.5.4 中 关于 PP 的 两 个 限制 是 必要 的 . 
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第 四 章 “ 凸 函数 的 次 微分 运算 


本 章 讨论 凸 分 析 的 重要 内 容 之 一 一 凸 函数 的 微分 理 
论 . 众所周知 ， 实 函数 理论 由 于 引进 了 微 积 分 概念 ， 其 面貌 
就 彻底 改变 了 ， 尤 其 是 它 把 本 来 相当 困难 的 函数 极 值 问题 变 
得 一 自 了 然 (就 可 微 函 数 而 言 ). 对 于 丁 函 数 来 说 ， 一 个 重要 
的 事实 是 : 单 侧 方 向 导数 总 是 存在 的 . 我 们 通过 凸 函数 f 的 
图 像 的 切 平 面 引 入 所 谓 次 梯度 和 次 微分 的 概念 , 使 得 凸 函数 
理论 和 应 用 更 加 丰富 . 我 们 在 4.1 节 中 介绍 方向 导数 、 次 梯 
”上 度 和 次 微分 的 定义 , 并 在 许多 具体 情况 下 给 出 次 微分 的 具体 
形式 . 4.2 节 讨 论 次 微分 的 基本 性 质 ,， 而 4.3 节 则 进一步 研 
究 次 微分 映射 的 一 个 重要 性 质 一 - 单调 性 . 


4.1 次 梯度 和 次 微分 


设 了 : JR" [00, co] 为 任意 函数 ， 并 设 ze JR" 使 
得 f(z) 取 有 穷 值 . 对 于 y € IR", 如 果 极 限 
f(z + Ay)— f(z) 


f(r;y) = lm ~ 
和 J 
z f(a) = lm + YA 


存在 (有 穷 值 或 无 穷 值 都 容许 ), 则 其 极限 f(z;y) 和 f(z;9) 
分 别称 为 了 在 z 处 沿 y 方 向 的 右 导 数 和 左 导数 . 根据 定义 ， 
显然 有 : 


三 (人 = —f4 (rx; —Yy). 
如 果 
f(z; = 本 | ZI2)， 
十 入 
Pei 们 二 lm ， 本 f(7) 
存在 , 则 称 极限 f'(z;y) 为 J 在 Zz 处 沿 y 方 向 的 方向 导数 . 
自然 ， 若 在 z 处 可 微 ， 则 方向 导数 f(z;y) 对 一 切 y 
存在 且 有 穷 ， 同 时 z 
ji = (Tf1(2),), vy eR", 
其 中 Vf(z) 表示 f 在 z 处 的 梯度 
定理 4.1.1 设 三: 丽 "” 一 [-co,co| 为 吓 隙 数 ， 并 设 
Z € JR" 使 得 f(x) 为 有 穷 值 ， 那 么 对 于 每 个 y € R",， 差 商 


oO 加 e+ 2 — f(r) 


中 极限 


是 入 > 0 的 非 减 函数 ， 因 此 卢 (zy) 存在 ， 并 且 
有 = inf /EY A). 
此外， 天 (zia) 是 ye JR" 的 正 齐 性 凸 函 数 ， 潢 足 
f (TY) SFr Y), vy eR". 
证 明 由 于 ff 是 凸 函数， 如果 记 
g(A)= f(z+MW), MER 
则 显然 g : 及 一 [一 00, oo| 也 是 晤 函数 . 于 是 利用 2.1 节 的 
办 法 ， 对 于 广义 实 值 凸 函数 g, 同样 可 以 证 明 函 数 p( 入 ) = 
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(g( 和 ) 一 g(0))/ 和 是 入 > 0 的 非 减 函数 ， 从 而 f(z;y) 和 

f(z;y) 存在 f(z;0) = 0 是 显然 的 . 镁 下 证 明 及 (zi; 9 

关于 YE 及 ”的 正 齐 性 . 设 y€ 不" 和 和 > 0, 那么 根据 定 
f(z + tAy) — f(z) 


fi(z; MN) = lim 
im MT + tAY) — f(7) 
t10 tA . 
= A 和 fi. (2;Y). 


最 后 设 yz € JRE", 依据 定义 并 利用 f 的 廿 性 得 到 
,1 1 r+ ty t+ tz) 一 大) 
f(ry+2) = lim 本 
< lim f(z + 2ty) + f(z+2tz) — 2f(7) 
0 2+t : 
_ jm fF + 2ty) ~ 2f(7) 
£0 2t 
f(z + 2tz) — 2f(7) 
2 


= f+ (zy) + f(z; 2). | 
设 f :RE” 一 [-co, co| 为 凸 函数 . 称 向 量 六 € JR” 为 
f 在 点 z 处 的 一 个 次 梯度 ， 是 指 它 满足 
f(z)> f(r)+ (7,z—7), vzeEe RR". (4.1.1) 

这 个 条 件 称 作 次 梯度 不 等 式 、 当 /在 z 处 存在 次 梯度 2*， 
”并 且 f(z) 为 有 穷 值 时 ， 必 有 f(z) > 一 00,Vz € JR", 这 时 
它 有 简单 的 几何 意义 : 仿 射 函数 

h(z) = f(2) + (2 ~— 7, 2") 


+ lim 
t10 
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的 图 像 {(z,(z)) |z € 亚 " 上 是 凸 集 epif 在 点 (z, f(z)) 处 
的 一 个 非 垂 直 的 承 托 超 平面 . 


f(z) 


g(z) = f(z0) + (2 — zo,2) 


图 4.1.1 ， 隆 数 f 的 次 梯度 


f 在 zx 处 的 所 有 次 梯度 的 集合 叫做 广 在 z 的 次 微分 ， 
8j(z) = {zx* € IR" | f(z)> f(z)+(z -7,7"),Vz € IR"}. 
这 样 ， 一 般 说 来 ， Dj : z 呈 9jf(z) 是 一 个 多 值 映射 ， 称 
为 .f 的 次 微分 映射 不 难看 出 ， 9f(z) 是 JR" 中 的 一 个 闭 
凸 集 ， 因 为 由 定义 ，x* € 0f(z) 恰好 是 一 族 线性 不 等 式 的 
解 ， 当 然 对 某 些 z, 8f(z) 可 以 是 空 集 ， 也 可 以 恰好 含有 一 
个 向 量 . 如果 8f(z) 不 空 ， 则 称 f 在 z 处 是 次 可 微 的 . 
定理 4.1.2 设 了 :及 ”一 [-co,oo] 为 凸 函 数 ， 并 设 
z E JR" 使 得 f(x) 为 有 穷 值 . 那么 z* € 9f(z), 当 且 仅 当 

fTY) > (x,y), Vy € RR”. (4.1.2) 
此 外 ， cl AP (z,:) 是 闭 凸 集 8f(z) 的 承 托 函 数 . 
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= 本 


证 明 今 z = z+ 和 Ay, 则 次 梯度 不 等 式 (4.1.1) 变 成 
[f(z 十 wy — f(z)/A> (72,y), VA>O0,vyeR". 


由 于 差 商 [f(z + 和 vy) 一 A(z)/ 和 当 入 | 0 时 递减 收敛 于 
及 (zi 人 故 上 述 不 等 式 与 式 (4.1.2) 等 价 .最 后 一 个 结论 是 
推论 3.2.8 的 直接 结果 . | | 
定理 4,1.3 设 f : 及 "一 (一 co0,oo] 为 真 凸 函数 . 
(1) 如 果 了 在 x 处 次 可 微 ， 则 1 是 有 穷 值 ; 
(2) 如 果 zdom 了 , 则 6f(z) = 
(8) 知 果 二 (on) 则 97) 天 这 时 eg 
作为 y 的 函数 是 闭 真 凸 的 ， 并 且 
f+(r;Yy) = sup{ (x,y) | x* € Of(7)} = o(ylOf (7)), 
: (4.1.3) 
即 f4 (zx;Yy) 作为 y 的 函数 是 闭 凸 集 9f(7x) 的 承 托 函数 ; 
(4) 最 后 ，96f(x) 为 非 空 有 界 集 的 充分 必要 条 件 是 ZE 
int (dom 力 , 这 时 ， 对 于 一 切 y E JR", 用 (xz;y) 是 有 穷 的 . 
证 明 定理 的 前 两 个 结论 (1) 和 (2) 是 显然 的 . 今 设 
Z Eri(domf). 从 定理 2.4.13 的 证 明知 道 ， 存 在 一 个 仿 射 
函数 a(z) = (z, 2*) 十 Qa 使 得 a(z) = f(x), 并 且 
f(z) > a(z), vz € RR". 
但 从 f(z) = atZ) 推出 a(z) = (z 一 2,7*) 十 f(z), 从 而 
f(z)> f(z) 十 《Z ,之 一 r), vz ER", 


即 z* € Of (zx). 因此 Of (x) #(. 
注意 ， 当 Z Eri(dom f) 时 ， f1(z;:) 的 有 效 定 义 域 是 
一 个 仿 射 集 ， 即 与 dom 了 的 仿 射 包 a 引 (dom f) 相 平 行 的 一 
个 子 空间 . 但 六 (zi0) = 0, 故 f(x;0) 在 此 子 空间 上 不 可 
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能 恒 等 于 一 00. 从 而 依据 定理 2.2.11 和 推论 2.4.10, f(x; .) 
是 闭 的 真 西 函数 . 从 定理 4.1.2 和 推论 3.2.8 可 知 ， f(x; ) 
本 身 是 9f(z) 的 承 托 函 数 ， 即 式 (4.1.3) 成 立 . 这 样 (3) 得 
证 . 

现在 设 zx € int (dom f), 则 fi (x; -) 的 有 效 定义 域 是 全 
空间 有 R", 故 9f(zx) 的 承 托 函数 o(.|9f(z)) 处 处 有 穷 . 但 
依据 (3), 4 (x;:) 是 闭 的 ， 因 此 及 (z; ) 处 处 有 穷 . 根据 推 
论 3.2.9,， 非 空 凸 集 有 界 的 充分 必要 条 件 是 其 承 托 函 数 处 处 
有 穷 ， 因 此 9f(x) 是 有 界 的 . 反之 ， 若 Djf(z) 是 非 空 有 界 
的 ， 则 其 承 托 函数 丹 (z;:) 处 处 有 穷 ， 从 而 由 推论 1.4.12， 
ZEint(dom f). 于 是 定理 的 最 后 一 个 结论 (4) 成 立 ， 用 

这 里 我 们 指出 两 种 特别 重要 的 情形 . 其 一 是 f 为 IR" 
上 有 穷 值 凸 函 数 ， 这 时 三 在 每 一 点 zx € JR” 次 可 微 ， 并 且 
Dj (z) 是 非 空 有 界 闭 凸 集 . 其 二 是 9f(z) 由 单 点 z* 组 成 ， 
这 时 从 定理 4.1.3 得 知 x € int (dom f). 我 们 将 进一步 证 
明 ， 为 了 9f(z) = {x*}, 必须 且 只 须 : 

(1)x € int (dom f); 

(2) 了 在 通常 意义 下 可 微 , 并且 x* = 了 yf(z), 了 f(x) 表 
. 示 了 在 x 处 的 梯度 


{9700 of) 
Vf(7) = (EE®: ; Be 可 
我 们 先 回忆 一 下 函数 f 在 普通 意义 下 可 微 的 概念 ， 我 
们 说 了 在 zx 处 可 微 , 是 指 存 在 一 向 量 z* € JR"( 必 唯一 ) 使 得 
f(2) = f(z) + (2 — 2,72*) + o(llz — z))), 
lim f(z) — f(z) (z — £, 72) 


=0. 
的 lz 一 了 


妈 


这 时 称 z* 为 了 在 z 处 的 梯度 ， 记 作 x* = 了 f(z). 注意 了 
在 2 处 可 微 的 定义 隐 合 着 x € int (dom f). 
如 果 用 e; 表示 n x n 单位 矩阵 的 第 7 列 构成 的 列 问 - 
量 ， 则 容易 看 出 
sr 二 Xei) fr) 3f (, 


并 且 对 于 任意 y € IR", y 0， 


0 = lim f(z + A = f7) — (TF(F), NW) 
和 :0 Al 
= [f+ (x;y) ~ (Tf(7), 9)/ lyl. 


因此 ， 凡 (z;y) 存在 并 且 是 y 的 线性 函数 : 
fr;y) = (TF), vy ER". 
定理 4.1.4 设 了 三 : 刺 " 一 (一 co， oo| 为 真 晤 隧 数 ， 
Z Edomf. 如 果 了 在 z 处 可 微 ， 则 Vf?) 是 在 z 处 的 
唯一 的 次 梯度 ， 特 别 地 有 


f(z) = f(z) + (z— zx, vf), vzeR". 
反之 ,车 68f(z) = {2*}, 则 了 在 z 处 可 微 ,并 且 2z* = 六 f(z). 
证 明 先 假 定 f 在 x 处 可 微 ， 于 是 
: f(zi9) = (Tf(2),Y)- 
由 定理 4.1.2, z* & 8 了 (zx) 的 充分 必要 条 件 是 
(TFT > TW vy € IR". 


但 显然 ， 上 式 当 且 仅 当 x* = 了 了 f(x) 时 成 立 于 是 f(z) 
是 f 在 xz 处 的 唯一 的 次 梯度 . 
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现在 假设 f 在 x 处 有 唯一 的 次 梯度 z*, 即 6f(z) = 
{z*}. 从 定理 4.1.3 知 ze int (dom f). 定义 凸 函 数 
gy) = {z+ — f(z) — (y,7"), yeR”. 
如 果 yy* € Bg(0), 则 由 于 9(0) = 0， 
gy) 示人)，Y2E 到 ， 
即 
f(r+y) > f(r)+ yr +), vy eIR". 
这 表明 z* 十 办 € Bf(z). 但 6f(z) = {z*}, 因此 妨 = 0. 
这 样 我 们 证 明了 29(0) = {0}. 
为 了 证 明 rw* = 了 (XY), 只 须 证 明 : 
lim gy)/ llyl = 0. 
注意 ，0 € int (dom g), 因此 g4(0;:) 是 闭 的 ， 从 而 94 (0; ) 
是 8g(0) 的 承 托 函数 . 但 9g(0) = {0}, 故 外 (0;) 恒 等 于 
0. 因此 ， 

0 = 9+(0; z) = liml[g (Xz) — g(0)|/A, Yz € [IR", 
这 里 9(0) = 0, 并 且 差 商 9( 和 z)/ 入 是 入 >0 的 不 减 函数 . 记 
h\(z) = g(Xz)/A, 入 >0 zc 下"， 

则 h(z) 当 入 | 0 时 点 点 递减 趋 于 常 值 函 数 0. 现在 设 
B(0,1) 是 JR” 中 的 闭 单位 球 ， 并 设 fal ,am} 为 RR" 中 
的 一 有 限 点 集 ， 使 得 conv {ai,:…,am} 2 B(0,1). 于 是 任 

意 z E B(0,1) 可 以 表示 成 凸 组 合 


2 一 Alal 十 … :十 Amnam， Al 十 … :十 Am 一 1 
利用 ha 的 目 性 得 到 
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0 <h\(z) < >》 Mha(ai) < max{ha(ai) |7 = 1,.…,m}. 


z 一 ] 
但 是 我 们 知道 ， 对 于 每 一 个 i, h(ai) 当 入 小 0 时 递减 趋 于 
0, 因此 ， h\(z) 当 入 0 时 对 z € B(0,1) 一 致 地 趋 于 0， 
即 任 给 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 


0> g(Az)/A <e, vAE (0,6, vz € B(O,1). 
但 每 一 向 量 y € B(0,6)\{0} 均 可 表示 成 y = 和 z, 其 中 
z 三 y/llyll, 入 = jlyll, 因此 

0<og(wy) /yl <e, vy,0 < ys 6. 上 
下 面 我 们 列举 一 些 常 用 的 重要 凸 函 数 的 次 微分 的 例子 . 


例 4.1.1 f(z) = zl27/2，z e IR". 我 们 知道 ，f 是 
有 ”上 的 可 微 函 数 ， 并 且 f(x) = XY, 故 
of (zr)= {zx}, vz EIR". 
例 4.1.2 f(z) = jzll. f 在 每 一 点 x 寺 0 处 可 微 ， 并 
且 了 f(x) = zx/|lzj|. 为 了 考虑 了 在 z= 0 的 次 可 微 性 ， 由 
lz 二 (zx), VYzE 有 
即 8f(0) = B8(0,1). 于 是 
B(0,1), z=0, 
0 一 
f(z) (00 zr20. 
(6&1,…,&n) ”EE JR". 用 e; 表示 n Xn 单位 算 阵 的 第 7 列 构 
. 211 . 


成 的 列 向 基 ， 则 
conv {+e;}, € =0, 
OQ ， 二 
fi(®) 全 éj; #0. 
完 给 出 这 一 类 凸 也 数 次 微分 表达 式 的 一 个 一 般 的 定理 . 
定理 4.1.5 设 户 : 刺 ”一 忆 为 是 函数 , j= 1,…,m. 


今 
f(x) = Da fi(z), zr ER". 
那么 
iEI(Zz) i€EI(z) 
其 中 


1(z) = {i|1<i<m, f(z) = f(z)}. 
证 明 ”我们 知道 ，f 了 : R" 一 民 是 凸 函 数 .如 果 记 


iEI(z) 


> 和; 二 1, A; > 0， ry» EE 9 |, 


iET(z) 


则 由 于 每 个 8fi(x) 是 非 空 有 界 闭 凸 集 ( 见 定理 4.1.3), M (zx) 
也 是 现 ” 上 非 空 有 界 闭 凸 集 . 

任 取 y € JR", 对 于 每 个 入 > 0, 用 i( 入 ) 表示 I(zx 十 Xvy) 
中 的 任意 一 个 指标 . 由 于 T(z 十 和 y) C 生 ,…,m}), 总 能 找到 
一 列 正 数 X 4 0 (7 一 cc), 使 得 对 于 一 切 7, i( 和 j) = 上. 今 证 
k € T(z). 事实 上 , 若 大 Tc) 则 六 (z) < f(z), 并 且 由 于 
f(z 十 和 Ay) 和 反 (ZT 十 和 y) 相对 于 入 连续 , 故 当 六 充分 小 时 有 
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太 (z 十 ph] < f(x 十 和 jia 


这 与 上 ET(z 十 入 jy) 了 矛盾， 所 以 玉 E IT(Z) 
由 关系 式 


[f(z 二 Ai 人 一 cz] = [fel + NY) — fr (T/A 


可 见 用 (2; 胃 = 凡 _(2; 臣 ， 另 一 方面 对 任意 i € T(x), 
入 > 0, 有 


[f(z + Ay) - zj/A> [filz + 9) — f(z)/AX 
因此 彤 (2; 胃 之 人 (2; 办 ,Vie IT(z). 由 此 可 知 
(29) = max{(y, 2") | 2° € Of (7)} = mos Ac 人 
但 是 


i + (7; y) 


EI(z) 


| 2, Mfir lr;Y) >》 -xzo| 
iEI(z) iEL(z) 
一 INaX 入 ; yz 

Dierts) Ai 二 1, 和 Ai>0 2 z+ EOfilr 4 7 ) 


和 iT7 ， 
i ‘ert ~ Nl Ai>0 7 :cb ia (二 y) 


= maxf(z | x” E M(z)}. 


xlylBajf(z) = sy M2)), vy ee R". 


二 是 出 推论 3.2.5, 两 个 闭 凸 集 6f(7z) 和 M(x) 相等 . I 
例 4.1. 生 设 
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jz) 一 maxf{|elj|， ia|， “0 | Te (£1, “" En) E 天 . 
由 定理 4.1.5 和 例 4.1.3 直接 可 得 


Bf(z) (ee z=0, 
个 一 
conv {&ej/léjl | FE T(r)}, zz 天 0， 
其 中 昌 | 
I(z)= {11<7 < m, f(r)= 6}. 
对 于 一 个 真 凸 函数 f, 从 上 面 的 讨论 我 们 知道 ， 
ri(dom f) C dom (0f) C dom 六 
其 中 dom (8f) = {zx € JR?* | 09f(x) 着 为 9f 的 有 效 定 
义 域 | 
例 4.1.5 考虑 Rm 上 的 凸 函 数 ( 见 图 4.1:2) 
_ -0 -|zj)Y ,llzll <1, 
1 2) = {2 lz >1. 
当 |lzl < 1 时 f(z) 是 可 微 的 并且 f(x) = z/(1 一 
x)12,， 而 当 jlzl| > 工时 8f(z) = 09， 如果 对 于 某 个 
ZE IR",|jzj| = 1, 存在 次 梯度 z* € 0f(x). 于 是 
一 (1 中 zj 之 (z 一 已) TZ /)， V2E€E Rh", [zl < 1. 
特别 是 ， 当 取 z = az,0 < a < 1 时, 就 得 到 (1+a)i/2(1 一 
Q) 2 < (zx,2*),Y0 <a<1. 这 是 不 可 能 的 . 因此 


x — lizx!2Y172 z 
21 = { /G — ll 2}, lal <1 


lz > 1 
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图 412 法 向 锥 


例 4.1.6 设 丽 C JR" 为 非 空 吊 集 ， 考察 KK 的 示 性 函 
数 5(z| 五 ). 由 定义 ， z* € 66(z|K) 当 且 仅 当 
6(z|K) > 6(zIK)+ (zz,7), Vze Rr". 
这 个 条 件 意味 着 z E K, 并 且 
(z—7,72)<0, vzEK. | (4.1.4) 
由 式 (4.1.3) 决定 的 所 有 z* 构成 再 ”中 的 一 个 闲 凸 锥 ， 称 
为 KK 在 xX 处 的 法 向 锥 ， 记 作 Nk(z). 几何 上 ,，NK(7X) 就 
是 与 所 有 向 量 z 一 Z(z € 天) 的 夹 角 不 小 于 x/2 的 向 量 全 
体 ， 当 责 为 到 "中 的 子 空间 时 ， 对 于 ZE 上 ， 
eziK)= {rr €IR" |(z,r)=0,vz EK}, 
即 866(z|K) = Ng(x) 是 五 的 直 交 子 空间 . 
例 4.1.7 f(z) = (z,z*) 十 a 为 R" 上 的 仿 射 函数 ， 
那么 
Bf(z)= {7*}, Vz eR". 
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习 题 4.1 
- 4.1.1 给 定 杏 上 的 凸 函 数 
i= {M0 Ss 


十 co， 其 余 处 . 
试 证 : 

0, 二 1, 
{1+(1—z)-1/2}, 0<z<1, 

— [0， ?|]， 过 一 0， 

Ojz) = {1+(1-z)-!/2, -3<zx<0, 

(—00, 一 172|， Z 王 一 小 
0, Z < 一 3. 


4.1.2 设 上 .jj 是 了 R" 的 p 范 数 (p> 1), 即 


nn l/p 
lzllp 一 (> en ? v= (和 6， ”0 , En) C RR". 
i=1 
那么 f(z) = ||zlly 是 西 函 数 ， 试 找 出 A(z) 的 次 微分 0f(z). 
4.1.3 设 
f(z) = | 一 和 A161 一 和 2B2， 如果 z = 二 Alal 十 和 2a2， 
+oo， 如 果 z 4 span {Qi1,a2}， 
其 中 ai az € JR" 为 给 定 的 向 量 ， 1, B62 e 民 为 给 定 的 实数 . 试 
找 出 f(z) 的 次 微分 f(z)， 
4.1.4 设 也] ,人 2 EC RRR" 为 给 定 的 问 量 ， B1, b> 和 下 为 给 定 
的 实数 ， 设 / 
f(r) = max{(z,a) + 1, (Ta2) + B22}, ITERR'. 
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坛 证 : 
{a1}， 如 果 (z,a 一 42) < 记 一 有 下 ， 
2j(z) = 


{a2}, 如 果 (Y,Q@1 一 a2)>>B2 一 看 ， 
[al a21, 如 果 (Zz, al 一 a2) = 2 — Bi, 


这 里 [ai,aa: 表示 连接 el 和 a2 的 闭 线段 . 
4.1.5 求 出 下 列 古 函数 f 的 次 微分 0f 
(1) f(z) = max{éi, ,én}, T= (en € RR"; 
(2) f(z)= | I+ + ltr 2= (1 én) € IR"; 


_ [90, zl < 1, n 
(3) f (2) = (人 zl > 1 rER". 


4.2 次 微分 的 基本 性 质 


本 节 讨 论 西 函数 次 微分 映射 的 基本 性 质 . 

首先 ， 我 们 对 IR” 中 多 值 (也 称 集 值 ) 映射 的 概念 作 一 
些 说 明 . 我 们 用 2 ” 表示 由 JR" 的 全 体 子 集 构成 的 集 族 . 
设 4 :到 " 一 25 为 一 多 值 映 射 ， 即 对 于 x E 民 ",， 47z 是 
民 "m 中 的 一 个 子 集 . 设 B: RR" 一 2 下 为 另 一 多 值 映 射 ， 
并 设 入 E 民 . 我 们 约定 多 值 映射 的 数 腰 、 加 法 、 道 等 等 运算 
如 下 : . 

(1) (24)z = {MW |y € Az}; 

(2) (A+B)z = Az+Bz = {yi+z|y Ee Az, ?ze Br)}; 

(3) A-'y= {r€ R"*|ye Ar}. 
4 的 有 效 定义 域 dom 4 和 值 域 R(A) 分 别 指 


dom A= {ze I” | Azr 尖 06}, 


R(A)= {y€ Az| zx € dom A}. 
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从 上 述 规定 看 到 ， 多 值 映射 4 的 逆 4-1! 总 是 存在 的 ， 并 且 
也 是 一 个 多 值 映射 (有 可 能 是 一 个 单 值 映 射 ). 

定理 4.2.1 设 f: 及 ”一 (一 oo,oo] 为 真 凸 函数 ， 
ZE JR", zx* € JR". 那么 下 列 四 个 命题 彼此 等 价 : 

(1) z* € Of (2); 

(2) (7,2*) ~ f(x) = max{(z,7") — f(z)|z € IR")}; 

(3) f(z) + f°* (x*) < (7, 7"); 

(4) f(z) + f* (x*) = (7, 27*). 
此 外 ， 如 果 clf(zx) = f(x) (f 本 身 不 必 是 闲 的 ), 则 上 述 彼 
此 等 价 的 命题 还 可 以 增加 三 个 : 

(5) ZE Of *(z*); 

(6) (Zz,7”) — f°(7*) = max{(z,2") — f°(z*)| 2 € 
RR"}; 

(7) £2* € O(cl f)(z). 

证 明 当 (1) 成 立即 zx* € 8 了 (zx) 时 ， 依 据 次 梯度 zx 
的 定义 有 “| 

(z,T)— fz) < (rz,7)— f(r), vzEIR"”, (4.2.1) 


这 正好 是 命题 (2). 依照 共 固 函数 的 定义 ， (z,2*) 一 f(z) 
关于 z € JR" 的 上 确 界 等 于 f*(x*), 于 是 从 式 (4.2.1) 可 知 
(2) 又 与 (3) 和 (4) 等 价 . 考虑 到 共 红 函数 的 性 质 ， (5), (6) 
和 (7) 又 都 等 价 于 
f° (7 ) 十 大 (7) = (7, 2°). 
但 当 (cl 门 (z) = f(x) 时 ， 产 *(z) = (clf)(z) = f(x), 所 
以 上 述 等 式 又 与 (4) 等 价 . I 
推论 4.2.2 设 f : IR" 一 (一 00,o0] 为 闭 的 真 凸 函 
数 ， 那 么 9f* 是 9f 的 逆 映 射 ， 即 9 了 * = (8 了 )-1 ; 换 句 话 
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说 ， ZEO 产 (z) 当 且 仅 当 zx E 9f(z). 
推论 4.2.3 设 了 :及 ”一 (一 00,o0| 为 真 凸 函数 ， 下 
在 z 处 次 可 微 , 那么 (cl 了 )(z) = f(z), 并 且 (cl 了 )(z) = 
Dj (7). 
证 明 事实 上 ， 我 们 有 
f(z) 过 (有 (四 = 三 (z) > (7,7 ) — f° (2). 


如 果 了 在 x 处 次 可 微 , 则 至 少 有 一 向 量 x*, 使 得 (4) 成立 ， 
从 而 f(z) = (cl 了)(z). 然后 再 利用 定理 4.2.1 中 的 (1) 和 
(7) 的 等 价 性 ， 得 到 9(cl 了 )(z) = 9f(z). 
推论 4.2.4 设 KC JR" 为 非 空 闭 凸 集 ， 那么 对 于 每 
一 个 z*€ JR", Zz € 00(7x*|K) 等 价 于 线性 函数 (2Z5 在 了 
处 达到 其 在 KK 上 的 最 大 值 . 
证 明 取 f= 6(|K), 于 是 f* 是 KK 的 承 托 函 数 o(-|K). 
然后 再 利用 (5) 和 (2) 的 等 价 性 . 和 
推论 4.2.5 设 六 万, 户 : 现 "” 一 (一 00, oo| 为 真 凸 函 
数 ， 并 设 ^ 之 0. 那么 ， 
(1) OAf)(z)= M0f(r), vr € RR"; 
(2) Of1 (zx) + f(z) CO + f(z), Yr € RR" 
(3) f(zo) = min{f(z) | zx € JR"}, 当量 仅 当 0 E 
Of (zo); / 
(4) 对 于 及". 上 的 仿 射 函数 h(x) = (zx,7X*) 十 ay 有 
oj +h)(z) = 0f(z)+Oh(z), vre R". (4.2.2) 
证 明 (1) 是 显然 的 . 今 证 (2). 设 zi € 8fi{zx), ze 
9f2(7). 于 是 
fi(z2)> fi(z)t(z2 27,7), Vz EI", (4.2.3) 
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户 (z) > fo(z)+ (zr,7r), VzeEIR"”, (4.2.4) 
把 式 (4.2.3) 和 式 (4.2.4) 相 加 ， 得 到 
(fi + fo)(z2)> (f+ fo)(r) + (zor, r+7r) vzeEIR". 
这 表明 ZI 十 Z2 € 9( 有 fi 二 f2)(z). 

为 证 (3), 只 须 注意 0 € 0 了 (zo) 当 且 仅 当 
f(z)> f(z)+ {2z—2,0)= f(r0), Vz ER". 
”最 后 证 明 (4). 设 z € 9(f 十 h(x), 于 是 : 
f(z)+ zz) to > f(z)+(z, zt) Hat(z-z,7"), VzE mR", 
即 : 
f(z)> f(r)+(z -2,7 — 20), VzER". 

根据 定义 ， 2 一 Z0 € 0f(z). 但 由 例 4.1.7, 8h(x) = {20). 
因此 我 们 证 明了 


ol +h)(z) C Of (zr) + Oh{(z). z 
由 此 根据 已 经 证 明 的 (2), 得 知 式 (4.2.2) 成 立 . 上 
下 一 个 定理 是 次 微分 运算 的 基本 定理 ， 
定理 4.2.6 (Rockafellar 定 理 ) 设 fh :IR" 一 (00,eo] 
为 真 凸 本 数 ， 8& ==:1,2,…,m. 如 果 ri(dom 万 ) 让 … 门 
ri(dom fm) 0, 那么 VzE IR", . 
Ofit+ + fm)(r) = Of1(r) + + Ofm(rT). (4.2.5) 
证 明 利用 数学 归纳 法 ， 我 们 只 要 对 m = 2 证 明 就 够 
了 . 而 且 依 定理 4.2.5, 我 们 只 要 证 明 
QO(fit+ f2)(2) C Ofi(x) + Ofo(7). 
于 是 设 XZ0 € 9O( 岂 十 2)(zo0); 我 们 要 证 明 xz6 € 989fi(xo) 十 
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8fz(xo)， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 zo = zx = 0, 并 且 
记 (0) = 户 (0) = 0. 否则 令 


9i(z) = 户 (z 十 z0) 一方 (Zo) — (x, 20), 
92(Z) = 户 (z 十 Zo) — f2(x0), 
”并 且 用 真品 函数 gu 和 92 代替 户 和 户 来 进行 讨论 ， 于 是 
由 定理 4.2.5, 我 们 有 
min{(fi + fo)(7) |z € R"} = (fi + f2)(0) = 0. (4.2.6) 
今 定义 RR"+1 中 的 两 个 西子 集 M1 和 Mo， 
Mi = epi fi = {rx,M) ee Rt | f(r) < A}, 
M2 = {(7,4) € RT | fo(x) < —p}. 
由 引 理 2.4.2 得 知 
riMi = {(z,A) |z € ri(dom fi), 万 (z) < 和 }, 


~ riM2={(x,n)|z€ri(dom fo), fo(7) < 一 器， 
由 于 式 (4.2.6), 我 们 有 
ri Mi NriM, 一 小 

因此 ， 依 定理 1.5.4 及 其 注 ， Mi 和 AM2 可 以 用 R"+1 中 
的 某 个 超 平面 真 分 离 ， 即 存在 不 同时 为 0 的 xX* € JR" 和 
Q”€ 妃 , 使 得 

人 < 《Zr ) 十 La”, 

Vfilz) < A, Vv f(y) < 一 凡 


由 于 式 (4.2.7) 左边 的 入 可 以 任意 大 ， 所 以 < 0. 而 如 果 
Qa” 二 0, 则 


(4.2.7) 
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(ZT,T) < YT), VrE dom fi Ya € dom fo. 
但 依 假设 ri(dom 户 ) ri(dom f2) 关 和 故 上 式 不 可 能 成 
立 ， 这样 我 们 证 明了 a* < 0. 
最 后 ， 令 Xf 二 一 2?*/a*, 则 从 式 (4.2.7) 得 到 
一 人 Z; 21) 十 入 之 —(y, ZI1) 十/ VY(Z， 入 ) = Mi, Vv (y, 4) < 472， 
”特别 取 入 = fi(2), k= 一 J2(y), 7 € dom fi,y € dom fo, 
则 z 
{8 
Vr € dom fi, Vy € dom fo. 机 
在 式 (4.2.8) 中 取 y = 0, 则 
户 (z) > (zzZT = (0)+ (2—0,21), TE domfi, 
故 z* € 8 用 1(0). 在 式 (4.2.8) 中 再 取 x 二 0, 则 / 
fo(y) 过 一 zh = fo(0} + (Yy —0,—721), YE€ dom fo, 
故 一 ZI E 9f2(0). 这 样 ， 我 们 证 明了 
0= x1+(—721) € 0fi1(0) + 0f2(0). | 
注定 理 中 的 条 件 rifdom 户 )mri(dom 户 ) 着 可 减 


弱 为 / 
ri(dom fi)N dom fo # |, 


但 却 不 能 减弱 为 
dom fiNdom fo QA. 


例如 ， 考 察 廿 函数 用 ,fz : BR 一 (一 00, ooj， 
| 0, 当 Z < 0， 
万 (zZ) = 1, 当 x 一 0， 
十 ce， 当 z > 0; 
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十 ce， 当 Z < 0， 
1, 当 2Z 二 0， 
0， 当 2 > 0. 
显然 dom fi 一 (—o0,0], dom f» 一 [0, +00), 于 坪 dom fiN 


加 {0}, 当 Z < 0， 
D 访 (z) = 人 yz>0; 
_j6 当 Z 之 0, 
02) = 人 全 当 z > 0. 
但 是 
_ j++o0, 当 2 天 0， 
(CA + f2)(z) = 人 yz 二 0 
0, 当 z 0 
D — ) 
(fi+ f2}(z) 人 wr 0 
这 样 我 们 有 


(f+ fa)(0) # Of (0) + 0f2(0). 
下 一 个 定理 在 次 梯度 计算 中 也 是 很 有 用 的 . 
定理 4.2.7 设 g :Rm 一 (一 00, oo| 为 真 凸 函数 ， 4 
是 RE” 到 及 ”的 线性 变换 ， 并 设 f(x) = g(Ax), vz € IR". 
那么 ， 
Of (zx) 2 A*BOg(Az), vrEe RR". 
如 果 R(A)Nnrildomg) 关 9 这 里 R(A) 表示 A 的 值 域 ， 
RR(A)= 144z |z € JR"}, 那么 z 
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Of (x) = 4r*ag(4z)，Yze IR". 


证 明 如 果 Xz* € A*6g(Ax), 则 存在 Ww € Gg(Azx) 使 
得 Z* 二 A*y*. 于 是 对 于 一 切 z € 人 R"， 


f(z) = g(Az) > g(Ar)+(Az— Az,y’) = f(z)+(2—2, 2"), 


故 Z*EBHz). 另 一 方面 ， 若 R(A) Nri(dom g) 关 名 则 依 
定理 3.4.6, 三 是 真 凸 的 ， 并 且 
广 (z) 一 inf{g (yy)| 4 六 = 站 
这 里 对 于 户 (z”) 关 十 oc 的 2 下 确 界 于 某 个 久 处 达到 ， 
这 时 A*y* = z*. 因此 对 于 任意 z* E Ofzj, 存在 向 量 仿 
使 得 产 (z”) = g*(y*). 同时 我 们 有 
f(r)+ f° (2°) = 人 (TD ) 
综 上 所 述 ， 得 到 
f(z) + 9 (y)= (zr, AY’), 
和 
g(Az) +g9 (vy) = (Az,y’). 

由 定理 4.2.1 可 得 Ww €E 0g(Azx). 于 是 zx*€EA'O0(Azx). 有 

在 经 典 分 析 中 我 们 知道 ， 对 于 一 个 光滑 函数 ,在 z 
处 骸 梯 度 与 通过 该 点 x 的 切 平 面 牌 直 ， 关于 次 梯度 的 这 一 
类 人 条 结果 则 可 用 凸 集 的 法 向 锥 来 描述 . 

定理 4.2.8 设 f 为 R” 上 的 真是 函数 . 假定 了 在 
2Z 处 次 可 微 , 但 了 在 2 处 并 不 达到 其 极 小 值 . 那么 ， 集 合 
M={zedonjljHz)<Fz)}l 在 z 处 的 法 向 锥 是 由 
9f(z) 所 生成 的 闭 凸 锥 ， 
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证 明 由 于 f(x) 不 是 /的 极 小 值 ， 根 据 定 理 2.4.20， 
集合 NN = 二 {z | f(z) < f(z)} 与 M 有 相同 的 闭 包 .因此 ， 
为 了 zx* 是 M 在 z 处 的 法 向 量 ， 必 须 且 只 须 

(z—7z,7T)<0, vzEN. 
但 是 依据 定理 4.1.1， : z 
frry) < 0 < 人 一 Xz 一 2 入 >0zEN. 
因此 如 果 令 
K={y|fi(z;y) <0), 
则 KK 是 由 入 一 x 所 生成 的 凸 锥 . 于 是 M 在 z 处 的 法 向 锥 
Kt 是 K 的 极 化 锥 ， 妈 Kl 二 K°. 又 依 定理 2.4.20 和 定理 
4.1.2, 
cK = {ylclyfi(z;y) <0} = {y|o(yof(r)) < 0} 
= {y| (yx) < 0,vr EDFz = K2, 


其 中 Kz 表示 由 0f(z) 生成 的 凸 锥 ， 于 是 
Ki= K°= (cK) = K9° = 人 clk,, 


这 正 是 所 要 证 的 . z | 

推论 4.2.9 设 f 为 .R* 上 的 真山 函数 ,并 设 rz € 
int (dom f)， f(x) 不 是 太 的 极 小 值 . 那么 为 了 z* 是 集合 
M = {z | f(z) < f(z)} 在 x 处 的 法 向 量 ， 必 须 且 只 须 存在 
一 入 > 0 使 得 z* € 和 AOf (zx). 

证 明 根据 定理 4.1.3, 推论 的 假设 意味 着 9f(z) 是 不 
包含 原点 的 非 空 有 界 闭 西 集 . 显然 , 这 时 9f(7x) 所 生成 的 闭 
凸 锥 正好 是 U{A0f(zx) | 入 > 0}. 
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习 题 4.2 
4.2.1 设 9(,) : 页" x 她”w - (一 co, +oo] 为 真 止 函 数 ， 令 
f(z) = inf{g(x,y) | ye R™}. 
如 果 y 6E 至” 满足 f(z) = 9(3,9), 试 证 : 
r" EOfFz) < (rx,0) € (0g)(r,y). 


4.2.2 设 M C JR" 为 非 空 太 集 ， 我 们 已 经 定义 了 MM 在 
处 的 法 向 锥 Nm (7) = 66(-|M)(z} 


Nar(z) = {rx* € 到" | (rT*,Yy — 72) < 0,Vy € M}. 
法 向 锥 Nx (x) 的 极 化 锥 Tx (zx) 叫做 M 在 处 的 切 同 锥 ， 即 
Tm(7) = {zx € IR” | (x*, x) <0Vz ENm(r)}. 


试 证 : 
Tu(z)=d [vu AU — z)| 


4.2.3 设 9 为 RR” 上 的 仿 射 锋 数 ， g(xX) = (z,7X) 十 a, 记 
M = {x € IR" | g(x) < 0}, 试 证 : 
Nu (zx) = {Xz | A > 0); 


Tum(z)= M— 2. 


4.2.4 设 2M1, M2 C 页 " 为 两 个 凸 集 . 
(1) 如 果 Ad1 C iM,, 并 且 TE iM, 那么 


TM (3) CTnz(z)j，Nan(z)2 No(z) 
(2) 如 果 灾 1 全 M1, x2 所 MM,, 那么 


TM + Ma(T1 + £2) = cl [Ta (21) + Tg, (72)], 
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人 MTM (zl 十 x2) 一 .YA (z1) NTm, (x2). 


(3) 如 果 x Ee MIM, 并 HH int Mi 中 MM 天 0 或 rlAdfi Nn 
ri Ad 9, 那么 


TM NM (z) 一 RM (z) 白 1 Ms» (zZ)， 


人 Amanda (z) 一 NM (x) 十 Nm (2z). 


4.3 次 微分 映射 的 单调 性 
在 2.2 节 中 我 们 曾 指 出 ， 对 于 一 个 可 微 的 凸 函 数 f : 
JR” 一 JR, 有 
(Vf(2) — TH LY >0, vryeR". 
实际 上 ,利用 f 的 次 微分 概念 ， 上述 不等式 可 以 推广 到 任意 
号 函数 f : RR” 一 (一 00, oo] 
人 Op) (4.3.1) 
这 是 因为 1 € 9f(z1), y2 € 0f(zx2) 意味 着 
f(z2) > f(r1) 十 (za — 21, 1), 
f(z1) > f(r2) + (x1 — z2, Yy2), 


把 这 两 个 不 等 式 相 加 即 得 式 (4.3.1) 
一 般 地 ， 对 于 多 值 映 射 4 : 页 "一 2 至" , 称 4 为 单调 映 
射 ， 是 指 它 满足 
(Z1 — TX2,Y1 — Y2) >0, Vy € Azri, Vy2 € 4z2， 
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4 的 图 像 C(4) 是 指 乘积 空间 及 ”x 到” 中 的 集合 
G(A) = {(x,y) € RR" x R"|z € domA,ye€E Az}. 


于 是 偶 对 (x, 四 E G(A) 指 z Ee dom A, 并且 y E Az. 对 
于 两 个 多 值 映 射 4, 如: 及 " 一 2 下 ,ACB 是 指 G(A4)C 
G(B), 即 : 

dom A C dom B, 并 且 4z C Bz, Vr € dom A. 


称 单调 映射 4 为 极 大 单调 的 ， 是 指 不 存在 另 一 个 单调 映射 
B 真 包含 4， 单调 映射 4 : 至 "一 2 下 称 为 闭 的 ， 是 
指 其 图 像 G{4) 是 RR”x IR” 中 的 闭 集 ; 换 名 话说， 如果 
yk E ATk, Tk = 7X, Yk Yk 00), 则 必 有 2 € dom 4， 
并 Hy € 47z. 

这 样 我 们 看 到 ， JR” 上 凸 函 数 了 的 次 微分 映射 0f 是 
IKE” 上 的 一 个 多 值 单 调 上 映射 . 为 了 进一步 讨论 次 微分 映射 ， 
我 们 先 对 一 般 的 单调 映射 作 一 些 说 明 . 

引 理 4.3.1 设 4 : R7" 一 2 为 音调 上 映射， 那么 为 
了 4 是 极 大 单调 的 ， 必 须 且 只 须 对 于 某 个 入 > 0 (从 而 对 于 
一 切入 > 0) 有 | 

R(A + AT) = IR", (4.3.2) 


其 中 R(T) 表示 映射 了 的 值 域 ， 而 了 表示 JR" 中 的 恒 等 映 
身 二 . 
证 明 首先 设 式 (4.3.2) 成 立 , 但 4 不 是 极 大 单调 的 ， 

则 存在 (zo, yo) 儿 G(A) 使 得 

(TZ — zo,y— Yo)>0, V(r,y) €G(A). (4.3.3) 
但 由 假设 (4.3.2), R(A 十 和 IT) = JR", 故 必 有 zi € dom A 
使 得 
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yo 十 AZoO E 4Z1 + AZ1, 
即 go 十 入 (zo 一 zi € Azi. 在 (4.3.3) 中 取 (zx,y) = 
(Zz1;, Vo 十 入 (Xo 一 XZ1)), 得 到 ! 
-lizo— zi1ll? = (x1 ~ zo0, £0 — £1) > 0. 
从 而 Tl1 一 Xo, Yo Et 4zo， 这 与 (zo, yo0) ¢ G(A) 相抵 触 . 故 
4 是 极 大 单调 映射 . 
现在 设 4 是 极 大 单调 映射 . 今 证 式 (4.3.2) 成 立 . 不 失 
一 般 性 ， 我 们 假定 入 = 二 1. 任意 取 y € RE”, 我们 要 证 明 存 在 

ZE domA, 使 得 y € Az+z, 即 yy 一 xz € Az. 利用 4 的 极 
大 单调 性 ， 为 此 只 须 证 明 存 在 x € 及 ”使 得 

一 (一 ZU 一 2)>0 vu,v) EG(A). (4.3.4) 

对 于 任意 固定 的 (uv) E G(A), 令 

M(wo) = {z€ Rr" |(v+r uz) > (yu z)}, 
今 证 M(u,v) 是 JR” 中 的 非 空 有 界 闭 廿 集 . 事实 上 ， 显然 
4 € Mo 从 而 Mo 关 信 MOo) 的 财 性 是 内 积 
(.,") 的 连续 性 的 直接 结果 ; 而 由 M (u,v) 的 定义 推出 
zf? — (Cy, 2) + Co, 2) — (vu, 1) < (uv), Vz € M(u,v). 
由 此 可 见 M(w,v) 的 有 界 性 ， 于 是 为 了 式 (4.3.4) 成 立 ， 我 
们 只 要 证 明 

-NM{M(u,v) | (u,v0) EG(A)} 兴修 
为 此 ， 依 据 紧 集 的 有 穷 履 盖 定 理 ， 只 须 证 明 对 于 任意 有 穷 个 
(ti, i) 和 G(A),i 一 】， “3 有 
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UL M (uwi,vi) 天 有 出 . 


1 二 1] 


定义 页 ”中 有 罩 闭 四 集 六 ， 


K= {A= QA) [N20, N=1), 


1 二 1 


以 及 函数 了 :KxK 一 JR, 


fA, = Vilz (A) 二 vi— y, z(X) - -ui), vA,uEKRK, : 
”i=1 

其 中 z( 和 ) = > 人; Nu 不 难 验 证 了 消 数 f 关于 第 一 个 变 元 

是 连续 西 的 ， 而 关于 第 二 个 变 元 是 线性 的 . 因此 根据 Mini- 

Max 定理 5.2.7 (此 定理 的 证 明 独 立 于 这 里 的 单调 性 ) 存在 
和 A? E K, 使 得 


0 
< 。 
HN, < may f(NN, vpek 


但 是 z 
f(AX,A) = 3 Aj (Vi, Ui — Ui) 
1 : 
= 3522 ij 一 2 一 2) < 0, 
于 是 


>》 HaikzZ(AO) vi,T(A)—ui) <0 vupenk, 
?一 1 


即 
(vit TAN)— yi rN) 过 0， i=1,,m. 
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从 而 ZX(A?) E WM M (wi, vi). i 
引 理 4.3.2 设 有 :JR" 一 (co 二 oo] 为 亲 的 真琴 

数 ， 并 且 满 足 强 制 性 条 件 : 
lim f(r) = (4.3.5) 


1 oo 


那么 j/ 在 所” 上 达到 其 最 小 值 ， 即 存在 Xo € dom f 使 得 
f(zo) < fr), vr eR". 
证 明 令 
a=inf{f(r) |z € R"}, 
则 w < 十 oo, 并 且 存 在 zk E dom f 使 得 dim f(zk) = a. 
由 假设 (4.3.5), {zk | 1} 是 RR* 中 的 有 界 点 列 . 于 是 根 
据 Weierstrass 紧 性 定理 ， 不 妨 设 im Zk 一 Z0 (否则 可 取 
子 列 ). 再 由 f 在 zo 处 的 下 半 连 续 性 ， 即 得 
jzo)>a = ,lim f(ze) > flzo) 
a 
f(z0) = inf{ f(z) | ze R"}. I 
定理 4.3.3 设 f: 及 ”一 (一 00, 十 oo| 为 闭 的 真 凸 函 
数 , 那么 了 的 次 微分 映射 Gf 是 下” 中 的 极 大 单调 映射 , 并 且 
R(Of + A 和)= R", vA>O. (4.3.6) 
证 明 根据 引 理 4.3.1, 只 须 证 明 式 (4.3.6)， 为 简单 起 
见 , 不 妨 设 入 = 二 . 于 是 对 于 任意 yo € JR", 我 们 要 证 明 方 程 
Z 十 OFz) 3 yo 
至 少 有 一 个 解 zo € dom (8f). 今 定义 新 的 闭 真 凸 函数 
9p :JR* (一 20,; 十 20| 如 下 : 
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p(x) = lel?/2 + f(z) ~ (2, yo). 
注意 到 dom (9f) 隆信 可知 f 下 有 界 于 某 个 仿 射 函数 ， 故 
lim w(x) = 十 co. 


1zl 一 > 


因此 由 引 理 4.3.2, 存在 zo € dom f 使 得 
P(x0) < pr), vr ER". 


又 由 定理 4.2.5, 上 式 等 价 于 0 € Petzo) 为 了 计算 0p, 注 
” 意 由 例 4.1.1 和 4.1.7, 有 | 


8agi(z) = {x}, aga(z) = {yo), 


其 中 gl(z) = |lzll2/2，gz(z) = (z,yo). 这 样 ，0 € Bp(zo) 
正 是 说 yo Earlzo)+z. / | 

西 函数 了 的 次 微分 映射 9f 实际 上 有 比 单调 性 更 强 的 
性 质 : 对 于 (zi, 如 ) E G(9f), 2 = 0,1,…,m, m 为 任意 自 
然 数 ， 并 且 记 (ZXm+1,ym+1) 二 (Xo; Yo), 则 


f (zi) > f(zi-1) + (Ti 一 Zi-1, Yi-1), 2 一 1 7 十 二 
把 这 m 十 工 个 不 等 式 相 加 得 到 


{ (ZT1 一 ZT0, Yo) 十 (Z2 一 北 1， Y1) 


4.3.7 
tt (Tmti — Tm Ym) < 0. (4.3.7) 


一 般 地 ， 我 们 称 多 值 映射 4 : 现 "” 一 2 为 循环 单调 的 ， 
是 指 对 于 任意 (ziW)j ec G(4),i = 0,1,…,m, m 为 任意 
自然数， 并且 (xml 和 wj1) = (20, V0), 有 不 等 式 (4.3.7) 成 
立 . 这 样 ， 凸 函数 了 的 次 微分 映射 是 循环 单调 的 . 注意 从 定 
义 看 出 ， 和 循环 单调 映射 一 定 是 单调 的 . 
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多 值 映射 4 称 为 极 大 循环 单调 的 ， 是 指 其 图 像 不 能 真 
包含 在 另 一 个 循环 单调 映射 的 图 像 之 中 . 

现在 我 们 指出 ， 循 环 单调 映射 与 凸 函数 的 次 微分 映射 密 
切 相 关 . 

定理 4.3.4 设 4: JR? 一 2R" 为 多 值 映射 . 那么 为 了 
”存在 一 个 闭 的 真 凸 函数 : 民 ” 一 (一 00, +oo] 使 得 4 C 6H， 
必须 且 只 须 4 是 循环 单调 的 . 

证 明 必要 性 是 显然 的 , 因为 我 们 已 指出 次 微分 映射 Bf 
的 循环 单调 性 . 另 一 方面 , 假定 4 是 循环 单调 的 ， 任 意 取 一 
固定 的 (x0,yo) < G(4), 并 定义 R" 上 的 函数 了 ， 


f(z) 一 SUP {{z Tm, Vm) + 》 (zi ~ Ti—1, Yi~1) | 
2 一 二 
(zy) EG(A) 1 Si<m}, ze R", 


这 里 m 也 是 任意 的 . 由 于 f 是 某 一 族 仿 射 饥 数 的 上 包 络 ， 
故 f 是 闭 吓 函数 . 又 4 的 循环 单调 性 意味 着 f(x0) = 0, 故 
f 还 是 真 的 ， 现 在 任意 取 (xz,y) € G(4), 我 们 证 明 (z,y) € 
G(8f), 即 xz E dom (9f), 并 且 y E989f(x). 为 此 只 须 证 明 ， 
对 于 任意 a < f(z) 和 任意 > 和 及 ”有 
f(z)} > wa 十 (zz 一 了 人 巷 . 
事实 上 , 给 定 ae < f(x), 由 f 的 定义 , 存在 有 穷 个 (zi, Vi) E 
G(A), 1 = 0,1,...,m, 使 得 . 
CE < (TC— Tm, Ym) 二 (Tm — Tm-1 Ym-1) t+: “ :十 《ZL 一 2Z0， yo)- 
邻 Tmtl 二 ,Ym+i 一 2， 则 | 
1(2) > (2 一 Tmti Ym+1) + (Tm+1 — Tm, Ym) 十 
+(z1— Xo,y0) > G 十 4z 一 TU， vzEeER'. 
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由 此 让 a 了 f(7X), 得 到 
f(z)> f(r) + (27,Y), VzE€E IR", 


即 y € 0f(z). 这 样 我 们 证 明了 A C 9fF. | 

定理 4.3.5 设 f :及 ”一 (一 00, 十 oo| 为 闭 的 真 凸 函 
数 ， 那 么 有 的 次 微分 映射 Of 是 ER” 中 的 极 大 循环 单调 上 映 
证 明 这 是 定理 4.3.3 和 4.3.4 的 直接 结果 . | 
我 们 知道 ， 如 果 f,g 是 有 R” 上 的 两 个 可 微 函 数 ， 当 
f(z) = yg(x), Vz € IR" 时 ， 有 和 g 只 差 一 加 法 常 
数 ， 人 们 自然 要 问 ， 当 f 和 9 是 RR*” 上 的 两 个 闭 的 真山 孙 
数 ， 并 且 满 足 Dj/ = 09 时， f 和 9g 是 否 也 只 差 一 加 法 常数 
呢 ? 答案 是 肯定 的 . 为 了 着 手 讨论 ， 我 们 设法 把 它 归 结 到 单 
值 次 微分 喘 射 来 处 理 ， 为 此 先 作 一 些 技术 性 的 准备 . 

设 4 : Rr" 一 2 全 ”为 极 大 单调 上 映射， 于 是 R(A 十 1) = 
JR*. 从 而 对 任意 zx E JR" 和 任意 入 > 0, 方程 


ut A 和 AuS3 Z 
至 少 有 一 个 解 4 € dom 4， 实际 上 ， 这 个 解 还 是 唯一 的 ， 


因为 否则 ， 设 妇 , U2 € dom 4 为 两 个 解 . 于 是 Xx 一 1 € 
z Aui, 一 U2 € Au2. 由 4 的 单调 性 得 到 


0O<({z— um (vo— Wu2),ui 一 &2) 一 一 | 一 22||”， 
故 wu1 三 2, 这 个 唯一 解 记 作 人 MX. 于 是 . : 丽 " 一 有 于 ”是 
. 单 值 映射 ， 并 且 dom .人 = 及". 显然 ， 
JA= (T+AA)-!, A>0. 
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J 叫做 4 的 强 解 式 ， 我们 还 定义 与 4 有 关 的 另 一 个 映射 
A\: 
A\ = (7 _ A). (4.3.8) 
4 称 为 4 的 Yosida 近似 . 
引 理 4.3.6 设 4: 届 "一 2 瑟 ” 为 极 大 单调 映射 ， J 
和 4 分别 为 4 的 耳 解 式 和 Yosida 近似 那么 
(1) 刀 是 JR"? 的 Lipschitz 映射 满足 


[az— Dy < lz -yl, Yr,y Ee HR",vVA>O0, (4.3.9) 
并 且 
lim J\T=7X, Vr Ecllconv (dom A)l. (4.3.10) 
(2) 4xz € AN\z, Vr EIR". 
(3) 4、 是 单调 的 Lipschitz 映射 ， 满 足 
(en 
证 明 (1) 从 及 的 定义 可 知 之 * € 4.Jz, 半 吕 Y € 
4AJhy. 于 是 由 4 的 单调 性 得 到 
(~—y Ir DY- Nhz— yl >0. 
由 此 即 得 式 (4.3.9). 为 证 式 (4.3.10), 由 4 的 单调 性 得 知 ， 
(uu— NTv— AAT)>0, Yo EC(4). 
于 是 对 于 入 > 0， 
| 人 zz < A om Dr r+ ru, ro Jr). (4.3.12) 
由 此 可 见 , 对 任意 固定 的 ze 丽 ", 当 入 一 0 时 jz 一 .zl 是 
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有 界 的 . 因此 存在 序 子 列 ATO 使 得 zZ 一 .sz 一 (KR 一 oo). 
在 式 (4.3.12) 中 让 入 = 入, 并 令 一 oo 取 极 限 得 到 


上 gl < 人 z 一 四 人 办， VEdom 4. 


上 式 显 然 可 以 开拓 和 到 u € cl[conv (dom 4)] 也 成 立 . 这 样 , 特 
别 若 XZ € cl [conv (dom 4)], 则 可 取 4 = z, 得 到 y= 二 0. 上 面 
实际 上 我 们 证 明了 从 7 一 人 x 出 发 的 任意 序列 {7 一 人 ,7} 
中 都 加 以 找到 一 个 子 序列 {zZ 一 J Tx} 收敛 于 0. 从 而 式 
(4.3.12) 成 立 . 
(2) A\X € A(J\ zx) 实际 上 在 (1) 中 已 经 证 明了 最 后 
证 明 (3), 由 4 的 单调 性 ， 有 
(AZ ~ AMy,T —Y = 和 AZ 一 4 AMr — AMY) 
+ AMT 一 4 NT 一 TAY) 
> MAsz — Asyll* > 0, Vz,y € R", 


即 得 4、 的 单调 性 ， 同 时 从 上 式 也 推出 (4.3.11) 成 立 ， 
设 f: 民 " 一 (一 00, 十 oo] 为 闭 真 山 函 数 ， 于 是 4 = 8f 
是 IR" 中 的 极 大 单调 映射 ， RR(A 十 了) = RR"， 对 于 每 一 个 
入 > 0, 定义 函数 及 : 民 " 一 (一 00, +co] 如 下 : 
ple)=inf {hu -zl/2+ /0 ue R"), vreR”. 
(4.3.13) 
显然 , 及 是 R" 上 处 处 有 穷 的 闭 的 真是 函数 . 仿照 引 理 4.3.2 
的 证 明 , 可 知 fs 在 有 R” 上 达到 最 小 值 . 对 任 党 固定 的 ZE 矶 ” 
和 入 >0, 令 


gzA(a) = | — zl /2X + flu), 
则 


Ogz,\(u) 一 
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一 (u), Ya E RY". 


和 . . or i . 和 i . 


利用 定理 4.2.5, gz,(%) 作为 4 的 函数 在 人 R* 上 达到 最 小 值 
的 4 满足 0€ 一 十 Dj 即 w= .AZz. 因此 ， 


f(z) = |r zl /2A+ FDL), Vre R",vA>O. 
定理 4.3.7 设 f : ”一 (一 00, 十 oo] 为 团 的 真 凸 函 


数 ， 记 4 = 9f. 那么 由 式 (4.3.13) 定义 的 函数 户 在 RR" 
上 可 微 ， 并且 4A(z) = 9f\(z), Yz € IR". 此 外 ， 有 


(人 = | Az 一 2 72A 十 f(T), (4.3.14) 
vr e€e IR",A>Dd, . 
lim fa(z) = f(z), Vz € RR", (4.3.15) 


f(r) < F(z) < f(z), YA>0,vr eR”. (4.3.16) 
在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 . 我 们 已 经 指出 ， 
对 于 R" 上 的 真 吓 函数 f， 
dom (Of Cf. 
一 般 来 说 ， dom (9f) 未 必 是 凸 集 ， 但 是 我 们 有 
引 理 4.3.8 设 下 :一 (一 00, 十 00| 为 团 的 真 凸 函 
数 ， 那么 ， 和 
cl [dom (9f)] = cl [conv (dom 89f)] = cl(dom f). 
证 明 由 于 dom f 是 凸 集 ， 只 须 证 明 
dom f C cl (dom (0F)). 
记 4=e6j 任 取 zedom 户 则 .zedom(a 门 ,YA> 0， 
并 且 4xz € 9f(J\x). 因此 ， 
jzZ) 二 JAZ) + (2 一 7 4AZ)， 
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lz — zl < AF(z) — F(z)). 

注意 到 下 有 界 于 某 个 仿 射 函数 ， 并 且 .AZz 当 入 一 0 时 是 
有 界 的 ， 可 知 lim Jz 二 Xx. 这 表明 xX Ecl(dom (061)). | 


定理 4.3.7 的 证 明 ”定理 前 面 的 说 明 已 经 证 明了 式 (4.3.14)， 


而 不 等 式 (4.3.16) 则 是 fs 的 定义 和 式 (4.3.14) 的 结果 . 为 
证 明 式 (4.3.15), 我 们 考虑 两 种 情形 . 如 果 ze dom f, 则 由 
引 理 4.3.6 和 4.3.8, lim hx = z， 从 而 由 式 (4.3.16) 和 上 
的 下 半 连 续 性 得 到 lim f(z) = f(z). 现在 设 > ¢ dom 了 ， 
我 们 要 证 lim falz) 二 十 oo， 假设 不 然 ， 则 存在 某 个 常数 
CE 民 和 正 数 列 和 Ak 一 0(k 一 00), 使 得 
f(r) <C, vk>1. 
由 此 利用 式 (4.3.14) 可 得 lim JT= x, 并 年 /AZ) < C. 
然后 再 次 利用 f 的 下 半 连 续 性 得 到 f(x) < C < oo, 这 与 
z 4 dom f 工 盾 . 
最 后 证 明 f\ 的 可 微 性 . 设 z,y € JR", 由 于 4Az E 
3jF(.Az), 我 们 有 


JU) -zj > 《一 wz,4xZ)， 


户 ( — 户 (z) > 34 一 4xz 
十 2(4XZ 一 4 A\7)| 十 (4 — 2), 
即 : 
PW Pl) (Mry 7) > HAY A > 0 
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VY)— fT) — Ar,Yy — 7) 
1 
< (y—z,Ay— A\r) < slly — zl 


这 表明 fh 在 z 处 可 微 ， 并且 Vf 有 (x) = 4AM7, 即 4xz = 
Of\(z), vreR. i 

推论 4.3.9 设 f: R" 一 (一 oo, 二 co] 为 闭 的 真 凸 函 
数 . 如 果 Dj = 29, 则 存在 常数 c, 使 得 /=9 十 c. 

证 明 由 定理 4.3.7, 6 有 = 8gx, vA > 0. 由 于 信和 
9》 在 ER” 上 可 微 ， 存 在 常数 ca, 使 得 f = g、 二 cA. 设 
‘xo E dom f = domg, 则 ca = f(x0) — g9\(7z0) 一 f(z0) 一 
g(z0) = c( 和 A 0). 因此 f(z) = g(x) + ce, Yr € RY". 
” ”在 结束 本 市 之 前 ,我们 列举 一 些 同 隆 数 及 相应 的 循环 单 
调 映 射 ( 即 次 微分 映射 ). 

例 4.3.1 忆 中 的 单调 映射 总 是 循环 单调 的 . 事实 上 ， 
设 p : 再 一 2 为 单调 映射 ， 并 设 Zo0,X1,*……,Zm = Z0 € 
dom %. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 zo < Yi :<zZm 1 
并 设 yi € wzit = 1 pm 由 9 的 单调 性 可 得 ym < 
V1 三 … 人 ym-1. 因此 ， 


re 了 7 


>》 (zi — Ti-1)Yyi-1 = >》 (zi ~ Zi)(Yi-1 — Ym-1) < 0. 
i=1 i=1 
现在 设 2 是 只 中 的 极 大 单调 映射 ， 于 是 它 是 极 大 循环 
单调 的 , 故 存在 一 个 下 半 连 续 真 凸 函数 f : RE 一 (一 co, 十 coj 
使 得 2 = 9f. 显然 存在 a;b, 一 00 Sa 和 < 十 co 使 得 
(a,b) C domw C dom f C [a, dtl. 


人 
< 
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5(zZ) 一 inf{yj yewz)}，Yzedom ep， 
则 5$ 是 (a,65) 中 的 增 函 数 ， 并 且 p(x) = [5(z 一 0), zz 上 + 
0)]; 如 果 a € domy (相应 地 b € domw), 则 g(a) = 
(一 00, PB(ZT 十 0)] (相应 地 wb) = [5(z 一 0), 十 00))， 最 后 
任 取 一 点 Xo € dom p, 刚 
Fw 2 | fn) + hh PO, vee io,d), 
十 ce， vr ¢ [a, bl. 


下 面 是 有 关 yp, ps, 了 ,有 a 的 几 个 具体 例子 及 相应 的 图 像 . 


例 4.3.2 
| R, z 一 0， 0， .z=0, 
2 0, z#0; /={ zr#0; 


paA(T)= 2/A, rER, f(z)= 2/2A, rER. 


图 4.3.1 
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0 |z| > 1, 
(0,0]，z=—1, 0, Iz|<1 
2(z) = {0}, |zl <1 f(z) 人 zl > 1 


图 4.3.2 
例 4.3.4 


PT) = kr (Ek>0), rE R, f(r)= kr /2, x € RR: 


kr kr2 
二 一 一 /a 一 -一 一 一 一 一 . 
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: 图 4.3.3 
例 4.3.5 
一 虐 ， Z < 0， 
ep(z) = | [-1,+1],， z=0, Flz) = lz|， zeFR; 
十 | Z > 0， 


_1, zz< 一 入 -zz 一 AM/2，z< -入 
pA(T) 一 {a Iz| < A， fa(z) = {2 [zx| < 入 ， 


+1， zz > 入 zx 一 入 /2， zxz>A. 
pg 
PA ff 


图 4.3.4 
在 进一步 讨论 线性 循环 单调 变换 之 前 ， 我们 先 证 明 一 个 
有 用 的 结论 . 
定理 4.3.10 设 B:JR" 一 JR" 为 定义 在 全 页” 上 的 
一 个 单 值 连续 的 单调 上 映射， 那么 B 必 是 极 大 单调 的 . 
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证 明 用 反 证 法 . 设 BB 不 是 极 大 单调 的 ， 于 是 三 在 T,Y < 
JR",y 关 BY, 使 得 


(B(u) — yu—7z)>0, VE 有 . 
特别 对 于 任意 的 zE "和 入 >0, 取 4=X 十 Az, 从 上 式 
可 得 

(B(zZ+ XA) -Ys)>0, Vze IR", VA>O. 
让 入 1 0, 由 B 的 连续 性 ， 队 上 式 得 到 
(B(z)—Yy,2)>0, vzeIR". 

由 此 可 见 ，y 二 B(x), 与 假设 相 矛 盾 ， 

例 4.3.6 线性 循环 单调 变换 . 设 4 : ”一 J 为 线 
性 变换 ( 即 n x n 矩阵 ). 今 证 4 为 循环 单调 的 充分 必要 条 
件 是 : 4 为 非 负 定 对 称 短 阵 ， 并 且 这 时 4 = 0f, 而 f 为 与 
4 相对 应 的 二 次 函数 


jz) = (4zzi， vr ER". 
事实 上 ， 当 4 为 非 负 定 对 称 和 矩阵 时 ， 由 上 式 定义 的 
是 及 ”上 的 连续 可 微 函 数 ， 并 有 上 且 4 = Dj 现在 设 4 循环 单 
调 ， 于 是 由 定理 4.3.10, 4 是 极 大 循环 单调 的 ， 因 此 依 定理 
4.3.7, 存在 及 ”上 闭 的 真 吊 函数 9 使 得 4 = 09, 并 且 不 妨 
取 900) = = 0. 我 们 知道 4 是 ga 的 微 商 ， 故 
d 
FitL) = (AMtz), 7) = tANY, z), 
vreRn",vte Rh. 


因此 
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| 
gh(z) = ga(7) 一 9A(0) = { tAsz, 7)dt = 3(A7, 2), 
0 
由 此 可 见 gh 的 微 商 是 
1 
0ga = V9 = 5(Aa + AM. 

但 09g = As, 故 4、 = 4Aa. 又 在 目前 情况 下 ， 4s = .4， 
因此 由 引 理 4.3.6 可 知 ， 4xz 一 4z( 和 一 0),YZE I". 
从 而 4 = 4r， 

例 4.3.7 闭 凸 集 示 性 函数 的 次 微分 . 设 天 是 JR" 中 
的 非 空 闭 凸 集 ， 在 例 4.1.6 中 我 们 曾 指出 
Nk (zx), Te k, 


B6(zIK 一 
(ol&) 1， regK, 


其 中 Nk 为 K 在 xz 处 的 法 向 锥 . 为 了 找 出 66(-|K) 的 殉 解 
式 和 Yosida 近似 ， 我 们 先 定 义 团 凸 集 KK 上 的 投影 映射 . 
容易 看 出 ， 对 于 任意 闭 凸 集 M C JR" 和 任意 向 量 < 

JR", 存在 唯一 的 向 量 y € M 使 得 

ly— zl=inf{fly— zl |ze M)}. (4.3.17) 
事实 上 ， 令 

fr(z) 一 > 一 z||， VzE RR", 

则 f(z) 作为 z 的 函数 是 现 "” 的 连续 凸 函 数 ， 并 且 满 足 强 
制 性 条 件 : . 
lim fi(z) = 十 co， 


中 一 ce 


因此 根据 引 理 4.3.2, 存在 y € MM 使 得 式 (4.3.17) 成 立 . 至 
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于 9 的 唯一 性 则 从 广 的 严格 号 性 得 出 . 记 y = Pwz, 于 是 
我 们 得 到 一 个 新 的 映射 Px : JR” 一 M， Pu 叫做 R” 到 
M 上 的 投影 映射 . : 
注意 对 于 闭 凸 集 C 民 ", 入 > 0 和 ZE 加 ", 如 果 令 
gxa(2) = 了 lz -zl2 + A5(zIK), vze Re", 
则 
y = Pkz < gz(y) = inf{gszs(2) |z € IR"}. 


但 依照 定理 4.2.5, 又 有 
g\,z(Yy) = inf{ga,z(z2) | 2 € RR"} > 0 € Og\,z(y). 
又 从 例 4.1.1 我 们 知道 ， 


gz(y) =Yy— +AUYIK). 
因此 


y= PkgY ~ 2 EY + MO (YE) 
> 4 一 (7 十 入 D6(.| 开 站 一 (z)， 
这 样 我 们 证 明了 
Pr = (T+M(CIK))-!, vA>O0. 
于 是 6(:|]K) 的 Yosida 近似 (0(-|K))(z) = (x 一 Pkz) 
是 函数 
1 
(6CIEK))A(T) = sxllz — Pgzll* 

的 导数 . 
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第 五 章 ” 凸 分 析 的 应 用 


凸 分 析 所 需要 的 预备 知识 相对 来 说 是 比较 少 的 ， 因 此 比 
较 容 易 被 实际 应 用 部 门 的 数学 工作 者 接受 . 凸 分 析 的 应 用 领 
域 是 十 分 广泛 的 ， 如 数学 规划 (包括 旺 规 划 和 线性 规划 ), 对 
策 论 ， 数 理 经 济 学 ， 最 优 控制 理论 ， 等 等 . 这 些 领 域 本 身 实 
际 上 早已 形成 了 各 目 独 立 的 学 科 分 支 . 我 们 在 本 章 中 仅仅 简 
要 地 介绍 凸 函 数 极 值 问 题 、 凸 规划 和 线性 规划 问题 . 作为 某 
种 基础 ， 5.1 节 中 先 介 绍 Helly 定理 和 不 等 式 组 解 的 问题 . 
至 于 控制 理论 方面 的 应 用 ， 由 于 要 涉及 较 多 的 别 的 学 科 的 知 
识 ， 这 里 就 不 作 介 绍 了 ， 但 它 所 要 用 到 的 凸 分 析 的 一 些 知 识 
则 基本 上 由 本 书 所 包含 了 . 


5.1 Helly 定理 和 不 等 式 组 


设 大 是 一 族 集 合 ，mm 为 一 固定 的 自然 数 . 如 果 下 中 任 
意 m 个 集合 具有 某 种 性 质 P, 则 整个 集合 族 入 就 具有 性 质 
Q. 这 一 类 结果 通称 为 Helly 型 定理 ， 最早 也 是 最 广为人知 
的 这 一 类 结果 之 一 是 Edward Helly(1884--1943) 在 1913 年 
发 现 的 , 此 后 出 现 了 Helly 定理 的 各 种 各 样 的 证 明和 推广 . 
这 些 证 明 方法 中 有 些 是 几何 的 ， 有些 是 代数 的 ， 另 有 一 些 则 
使 用 了 对 偶 性 ， 我 们 首先 采用 Radon 的 办 法 ， 从 他 的 一 个 
基本 结果 出 发 来 证 明 Helly 定理 . 

定理 5.1.1 (Radon 定 理 ) 设 M = {zlyz2 ,Xml} 
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是 丽 "” 中 任 一 有 限 集 . 如 果 m 之 十 2, 则 M 可 以 分 解 成 两 
个 不 相交 的 子 集 M1 和 JM2, 使 得 conv Mi m conv Mo 关 . 

证 明 由 于 m > n+2, 依 定理 1.1.5, M 是 仿 射 相关 
的 ， 即 存在 不 全 为 0 的 实数 和 1,…, Am 使 得 


YXizi 一 0 Xi =0 
1 一 : 工 ?一 ] 


诸 Ai 中 至 少 有 两 个 有 相反 的 正 负 号 ， 于 是 不 妨 设 对 于 某 个 
k,l1<k<m. 
A1 > 0,... ,Ak > 0,Ak+1 < 0,.…,Am <0. 

这 样 ， 我 们 有 

入 = 和 十.… 十 一 一 (AI 十 十 Xm) > 0. 
全 k 

z= /Nri= > -Ni/ Nz 
i=L i 二 =k 十 1 
则 x 是 X1,…, Zk 的 凸 组 合 ， 即 z E conv {x1,… ,Yk}. 类 
似 地 我 们 也 有 z € conv {zk41; … ,XYm}. 因此 ， 如 果 设 
MT 一 {z , Th}, M2 = {zxr41, pm 

Mi conv Mi m conv Mo 天 0. z | 

定理 5,1.2 (Helly 定 理 ) 设 和 = {Bi,…,Bm} 是 
到 ”中 由 m 个 梧 集 组 成 的 集 族 ， 假 定 mm 之 n+1. 如 果 大 
的 任意 了 十 1 个 集合 都 有 非 空 交 ， 那 么 整个 集 族 天 也 有 非 

空 交 ， 即 0 Bi A 0. 


证 明 采用 关于 集 族 六 中 同 集 数 m 的 归纳 法 . 当 m = 
多 十 1 时 定理 当然 成 立 . 现在 假定 , 对 于 由 和 m = 7 一 1(> n 十 1) 
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个 凸 集 组 成 的 任意 集 族 定理 成 立 . 考察 由 7 个 凸 集 组 成 的 集 
族 太一 {B1,…, Br}, 并 且 设 天 中 任意 十 1 个 集 有 非 空 
交 . 于 是 依据 归纳 假设 ，N{Bi | 1 <i<7,i 关 让 关 0, 从 
而 存在 zy E n{fBil1<i<7ri 天 放 Yi 二 1,…,7. 由 于 
r 之 n 十 2, Radon 定理 适用 于 集合 M = {21,…… ,Xrj), 得 
到 M 的 两 个 不 相交 的 子 集 Mi 和 M2, 使 得 
conv Mi Nconv Mo #1. 
不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 设 
Mi = {x1,.…: ,Zk}, M1» 一 {Zp+1 Zr 


其 中 1 < KR < 7， 任 取 点 X E convAi mconvA2， 今 
证 TE B;, ; 二 1,.… ,7. 事实 上 ， 对 于 & < k， 我 们 有 
zi E Brri1Nn… 门 B.. 因此， 由 于 每 个 B; 是 凸 集 ， 我 们 有 


XE conv {Z1)…… ,Tk} C Bri1NM::. :NN Br. 
同样 地 ， 对 于 i > k, 有 zi€ BiNn… 站 Bk. 因此 
TE coOnV {Tetl Zr CDBn EN Br ! 


Helly 定理 可 用 于 有 穷 个 凸 函数 不 等 式 组 的 解 的 存在 性 
的 证 明 . 
推论 5.1.3 设 据 ;fmm 二 nn 二 1) 为 民 "” 上 的 凸 
函数 ， M C 觅 ”为 给 定 的 非 空 凸 集 .考虑 如 下 凸 函数 不 等 
式 组 : 
fi(z) < 0,.…, fr(z) <0, frri(z) < 0 万 (z) < 0. 
假定 上 十 述 不 等 式 组 中 任意 由 不 超过 nn 十 1 个 不 等 式 构成 的 子 
组 在 M 中 都 有 解 ， 那 么 整个 不 等 式 组 在 MM 中 也 有 解 . 
证明 令 
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Mo 一 MM, 
MN; {rT ER | f(r)<0},7=1,...,k, 
= {rz ER |f(r) <Oo0,i=Ek+1,:..…,m, 
然后 应 512 了 和 {MM 1z 三 0,1,.…,mj} 即 得 所 
需要 的 结 t 
许多 作者 对 上 壕 Helly 定理 作 了 大量 的 推广 和 应 用 ， 
这 些 推广 和 应 用 与 山 晒 数 不 等 式 组 密切 相关 . Helly 定理 
中 出 现 的 集合 必须 是 凸 集 ， 这 容易 举 出 反例 来 说 明 ， 同 时 ， 
“Helly 数 'n 十 1 也 不 能 减少 ， 例如 IR? 中 三 角形 任意 两 条 
这 有 公共 点 ， 但 整个 三 条 边 却 没有 公共 点 . Helly 定理 可 
以 推广 到 无 穷 多 个 集合 组 成 的 集 族 ， 但 必须 附加 条 件 . 

”今后 我 们 称 两 个 命题 P 和 Q@ 二 择 一 成 立 是 指 命题 P 
和 @ 有 且 只 有 一 个 成 立 ， 

”定理 5.1.4 设 所 ,…, fm 为 IR” 上 的 真山 函数 ， M 
为 RR” 的 非 空 廿 集 ， 假定 riM C dom ff,1 = 二 1,:…,m. 那 
么 下 列 两 个 命题 二 择 一 成 立 : z 

(1) 存在 某 个 x € JM, 使 得 
(2) 存在 不 全 为 0 的 非 负 实数 和 1,…… , 和 mm, 使 得 
AA(z) t+ Amfn(z) >0, vreM. 


| 


证 明 . 先 假定 (1) 成 立 ， 并 取 满足 (1) 的 任意 zx€ M， 
以 及 任意 非 负 实数 和 1,… ,Am. 于 是 表达 式 


和 户 (z) + + Mm fin(z) 
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的 每 一 项 是 非 正 的 ， 其 中 对 应 于 非 零 Ai 的 项 是 负 的 ， 因 此 
当 A 和;i 不 全 为 0 时 整个 表达 式 必 为 负 值 . 这 说 明 (2) 不 能 成 


YY. 
现在 假定 (1) 不 成 立 ， 定义 映射 了: JR" 一 RR™,， 

T(r) 一 (fi(z), 四 fm(7))', vrXE R', 
以 及 撤 ” 中 的 两 个 集合 A4 和 B， 

A4={zEJR"”|3zeE M 使 得 T(zx) < 2z}, 

B={ze€ RR™|z<0}, 

这 里 对 于 两 个 向 量 4 一 (771 “ 71) 和 必 一 (Ci ” .CCm )7， 
< zz 是 指 帮 < bl1<i<m, 而 y < zz 是 指 mn 牵 
6G1<i< mm 4 显然 是 RR 中 的 非 空 凸 集 ， 并 且 由 于 
(1) 不 成 立 ， 4 与 B 必 不 相交 ， 即 An B= 0. 于 是 4 
和 B 可 以 用 有 RW 中 的 某 个 超 平面 真 分 离 ， 即 存在 非 零 向 量 
2 一 (A1,: “" ;和 mm) 和 某 个 实数 QO, 使 得 


a < (zz) = A1Ci 十 … 十 MC, 
| (5.1.1) 
Vz= 《61 Cm)” € 4, 
人 > (2°, 2) 一 Al161 十 … 十 Amlm, 
， (5.1.2) 
Vz= (0,...,Cu) EB. 


由 于 B 是 非 正 象限 ， 从 式 (5.1.2) 可 知 a>0,MN>0,i= 
1,.…,m. 于 是 从 式 (5.1.1) 又 可 知 ， 只 要 x € AM， 使 得 
jh) < 6 一 1 7 就 有 
AI16G1 + + Amcm > 0. 
因此 ， 对 于 任意 TC D 一 MNdom fifN: 。 . 门 dom fm, 我 们 有 
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Ai( 亡 (z) 十 ce) 十 … 十 MXm(jr(z)+6) >0, ve>0. 
由 于 e > 0 的 任意 性 ， 从 上 式 可 得 
Nfi(z) + + Mmfmn(r) >0, vreED. 


. 处 处 有 穷 . 因此 根据 推论 2.4.6, /zi > 0,vz € clD. 但 由 
假设 riA C dom fi 可 知 riMC 六 ,于 是 


M Ccel(riM) CelD. 


因此 (2) 成 立 : i 
下 一 个 定理 涉及 到 仿 射 函数 的 特殊 性 质 . 
定理 5.1.5 设 广 ,…:, 太 为 页" 上 的 真 凸 函数 ， 及 +1， 

假定 不 等 式 组 

TD < 0, , fm(Z) <0 

至 少 有 一 个 解 x € riM. 那么 下 列 两 个 命题 二 择 一 成 立 : 

(1) 存在 某 个 ZE M, 使 得 
fi(z) < 0, ""“y fr(z) < 0， fr+1(z) < 0， “0? , fm (7) < 0; 


(2) 存在 不 全 为 0 的 非 负 数 Ai,…… ,Ase， 以 及 非 负 数 
和 人 大 十 1， ”" "ys 入 mn， 使 得 1 
Afi(z) 4+ Mnfn(z) >0 vreM. 


证 明 同 定理 5.1.4 的 证 明 一 样 , 显然 当 (1) 成 立时 (2) 
不 能 成 立 . 现在 假定 (1L) 不成立， 我 们 要 证 明 (2) 成 立 . 为 
此 令 ( 式 中 z= (461; Cm)") 
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A={zEJR"|3zeE M 使 得 f(x) <G,1l1<i<k; 
fz)= G+1<i<m)}, 
B={zéeR"|z<0}. 
从 假设 可 知 4 是 非 空 凸 集 ， 并 且 由 于 (1) 不 成 芯 ， 4 和 也 


不 相交 ， 从 而 如 和 B 可 以 用 一 个 超 平面 真 分 离 ， 好 三 在 实 
数 a 和 非 零 向 量 z" 二 (和 1,…… ,入 m)" ,使 得 


Q < {20, 2) = A1C1 + + MmCm, 
| (5.1.3) 
vz= (G1), Cm) € A, 
人 
(5.1.4) 
Vz= (0,.., bm) €B, - 


并 且 式 (5.1.3) 至 少 对 于 一 个 z € 4 成 立 严 格 不 等 号 ， 从 
5.1.4 推出 a > 0, 和 之 0,V1<<i<m. 式 (5.1.3) 等 价 于 对 
任意 xz EM,G > f(z),i=1,- - ,大成 立 


Al161 十 :… 十 和 AkGK 十 和 AkHIEHI(Z) 十 十 Amjm(tz) 之 ac. 
于 是 车 令 D= MNndomfin.…ndomfi, 则 Vz€ DD， 
和 Ai 万 (Z) 十 十 和 大 人 Z) 十 和 TILE) 二 十 mm 之 a. 


”由 于 西 函数 于 = 二 和 丹 十 … :十 和 mjm 满足 f(x) > QV €D, 
推论 2.4.6 推出 f(x) > a,Yz € clD. 但 依据 假设 riM C 
D, 所 以 jz) 之 ayVYz E AM. 从 而 


Aifi (7x) 十 … 十 和 mfm(7) > 0， vreM. 
为 了 证 明 (2) 成 立 ， 剩 下 只 要 证 明 入 1,… ,和 不 全 为 0. 假 
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定 AM 三 …: 一 和 AR 一 0. 于 是 了 = 和 + 二 十 和 mn， 
从 而 f 是 仿 射 浮 数 . 根据 定理 假设 ， 至 少 有 -- 点 2 EriM 
使 得 f(z) < 0,Yk 十 1 < i < m， 对 于 这 样 的 我 们 有 
f(x) < 0. 但 是 f(x) > a >0,Vz € M, 因 此 a=0, 并且 
f 在 MM 上 的 下 确 界 在 riAM 上 达到 这样， f 作为 仿 射 函 
数 ， 在 M 上 只 能 取 常 值 ， 即 f(z) = 0,Yzx € M. 另 一 方 
面 ， 我 们 知道 至 少 有 一 点 z = (41,:…,C)”€ 4, 使 得 
a < AIG + + Amlm. 
于 是 存在 一 点 Ze M 使 得 
0 过 a< Mifrr(s) t+ + Amfm(7z) = f(7), 
这 与 f(z) = 0,Vz € MM 相 矛 盾 . | 
”下 一 个 重要 定理 涉及 到 凸 函 数 不 等 式 的 解 的 存在 性 . 
定理 5.1.6 设 {f1iE€E7T} 为 R" 上 的 一 族 闭 的 真是 
函数 ， 其 中 7 为 任 一 指标 集 ， 设 MC 到 ”为 任 一 非 空 闭 凸 
集 . 假定 诸 记 的 任何 公共 回收 方向 都 不 是 M 的 回收 方向 
那么 如 下 两 个 命题 二 择 一 成 立 : 
(1) 存在 ZE M, 使 得 
f(z) <0, viel; 


(2) 存在 非 负 数 Xi (iE 门 , 其 中 仅 有 穷 个 非 零 ， 使 得 对 
某 个 >0 有 
>》 Nfilz)>e, vreM. 
iEI 
此 外 在 (2) 成 立 的 情况 下 ， 实 际 上 订 选 择 乘 子 NM 使 得 其 中 
至 多 n 十 1 个 为 非 零 ， : 
证 明 根据 定理 2.4.19, 把 每 一 个 函数 上 加 上 示 性 函数 
6(-|MM), 我 们 可 以 把 定理 化 成 M = JR” 的 情形 .显然 (1) 
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和 (2) 不 可 能 同时 成 立 ， 现 在 假定 (1) 不 成 立 ， 我 们 要 证 明 
(2) 成立. 

设 9 是 由 

h=conv{fr |iel} 
所 生成 的 正 齐 性 凸 函数 .依照 定理 3.2.10, g* 是 是 集 {x E 
JR” | h*(z) < 0} 的 示 性 函数 .由 于 每 一 个 访 是 闭 的 ， 根 据 
定理 3.4.8, 有 
h* = sup{fi |iE1}=sup{filielI}. 
因此 g” 是 集合 

: D= {z€ R" |f(r) < 0,viel} 
的 示 性 函数 . 但 是 由 于 (1) 不 成 立 ，D 二 0, 所 以 g 是 
常 值 旺 数 十 ceo, 并 且 clg = 9” 必 蚌 常 值 孙 数 一 co， 特别 
(cl1g)(0) = 一 oo. 

首先 ， 如 果 g(0) = 一 00, 则 h(0) < 0. 根据 定理 2.3.5 
及 其 后 的 注 ， 可 知 存 在 非 负数 入 i, 其 中 至 多 n 十 1 个 为 非 
和 地， 使 得 

>》 Azi=0 DS AXNF(zai)<0. 


iel iEJ1 - 
为 了 记号 简单 起 见 ， 我 们 把 这 些 非 零 的 入; 重新 排序 记 成 
Al : 1 Am (m 入 ?十 1), 并 令 Wi 三 Ai Zi 于 是 


Yi 十 十 Ym 二 0， 
(FN)YD) + + friAm) ym) < 0. 
从 而 根据 下 端 着 积 的 定义 ， : 
FD OA)(0) < 0. 
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令 了 二 和 1 所 十 … 十 和 mfm, 依据 定理 3.4.7， 
f° = (OA) OD. OAmfm)) 
= cl(ff AD-:…Of Am). 
因此 了 *(0) < 《( 度 和 1 口 … 口 fi 和 Am)(0) < 0. 但 依据 定义 ， 
f°(0) = sup{(z,0) ~ f(z) | 2 € R"} = ~inf f 
由 此 可 见 inf 了 > 0, 即 存在 茶 个 & > 0, 使 得 
A1 有 (2) 十 . + fm(r)>e, Yr € RY", 


这 表明 ， 这 一 组 Ai 使 得 (2) 成 立 . 
现在 我 们 证 明 g(0) = (cl9)(0)， 从 而 确实 有 9(0) = 
一 00. 事实 上 ，g 的 有 效 定义 域 dom g 是 由 请 集 dom f*,i < 
7 所 生成 的 凸 锥 .如果 0 € ri(dom g), 则 从 定理 2.5.1 知 
9(0) = (cl19 儿 0 如 果 0 4 ritdom g), 则 依据 定理 1.5.5, 我 
们 可 以 用 一 个 超 平面 把 0 和 domg 分 离 ， 即 存在 非 零 向 晤 
y, 使 得 
(y,2) <0, Yz€ dom og. 
于 是 
(y,2) <0, vzEdomfi, viel, 
这 表明 (fi0+)(y) < 0,vi € 1, 即 y 是 每 个 卢 的 回收 
方向 ( 见 定理 3.2.11). .这 与 定理 的 假设 相 了 矛盾 . 因此 0 E 
ri(dqonl g). 
应 用 定理 5.1.6, 无 窃 是 不 等 式 组 的 存在 性 问题 可 以 化 
成 有 穷 功 不 等 式 组 的 存在 性 问题 . 
推论 5.1.7 设 {| 7iE€ 了 Ti 为 R" 上 的 一 族 闭 的 真 
目 通 数 ， 其 中 17 为 任 一 指标 集 . 设 村 C JR" 为 任 一 非 空 闭 
上 叫 集 .假定 诸 后 的 公共 回收 方向 都 不 是 M 的 回收 方向 ， 
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并 且 对 于 任意 的 e > 0 和 了 中 任意 m (< n 十 1) 个 标号 
i1，"…… im; 不 等 式 组 
让 (ZJ)<E fi (TI) <e (5.1.5) 
至 少 有 一 个 解 ze M. 那么 存在 一 个 x & M 满足 
fi(z) <0, viel. 


证 明 只 要 证 明 在 目前 的 假设 下 ， 定 理 5.1.6 中 的 (2) 
不 成 立 ， 事实 上 ， 如 果 (2) 成 立 ， 则 存在 了 中 内 (<n+1) 
个 标号 2 ,im 和 相应 的 正 数 和 i,, 使 得 对 于 某 个 6> 0 
有 z 

S Nfi(r)>6, vreM. 
R=] 


令 入 二 入 ,十 … 十 和 ye 二 6/ 和. 那么 


DQ/ Nfi (7) 一 上 0 vreM. 
k=1 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 在 目前 的 假设 下 ， 存 在 一 个 ze M 使 
得 (5.1.5) 成 立 . | 

利用 定理 5.1.6 还 可 以 把 Helly 定理 推广 到 无 穷 集 族 的 
情形 .当然 这 时 对 集 族 中 的 集合 要 作 相 应 的 限制 . 

定理 5.1.8 (Helly 定 理 ) 设 玉 = {Mi|ieE7T} 是 JR". 
中 一 族 非 空 闭 凸 集 ， 其 中 了 为 任 一 指标 集 . 假定 诸 集 Wi 没 
有 任何 公共 的 回收 方向 如果 三 的 不 超过 n 十 1 个 集 组 成 
的 任意 子 族 都 有 非 空 交 ， 则 整个 集 族 大 也 有 非 空 交 . 

证 明 和 定义 函数 访 = oa 并 令 W = JR". 于 是 ， 
诸 集 Mi 没有 公共 回收 方向 等 价 于 诸 函 数 上 没有 公共 回收 
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方向 ， 而 关于 了 的 不 超过 nn 十 1 个 集 组 成 的 子 族 都 有 非 空 

交 的 假设 使 得 定理 5.1.6 的 相应 假设 成 立 . 这 样 从 定理 5.1.6 
知 存在 ZE 所 "使 得 

6{(z| Mi) <0, vierl. 


这 意味 着 x € Mi,vi El. § 
特别 当 集 族 入 中 至 少 有 一 个 集合 有 界 时 ， 整个 集 族 显 


习 题 5.1 


5.1.1 试 在 及 和 卫 ? 中 举例 说 明 Helly 定理 中 集合 的 凸 性 的 候 
设 是 必 不 可 少 的 . 

5.1.2 设 丰 = {Bi jie 了 T 为 及 ”中 的 一 族 紧 凸 集 并且 丰 
至 少 含有 n 十 1 个 集合 ,假定 机 ”的 紧 凸 集 及 具有 性 质 : 对 下 中 由 
任意 n 十 1 个 集 组 成 的 子 族 ,都 存在 五 的 一 个 平移 使 之 包含 在 这 子 族 的 
所 有 nn 十 1 个 集合 中 . 试 证 : 存在 区 的 一 个 平移 使 之 包含 在 大 的 所 有 
集合 中 ， (提示 : 对 于 每 -个 .Bi 设 4 = {rz€ IR"|z+K cB;), 
那么 4; 是 紧 凸 集 . ) 

5.1.3 设 矿 为 机 " 中 的 一 族 紧 止 集 ， 并 且 大 至 少 含有 匈 十 二 个 
集合 .假定 忆 ” 的 紧 凸 集 玫 具有 性 质 : 对 太 中 由 任意 nn 十 1 个 集 组 
成 的 子 族 ， 都 存在 KK 的 一 个 平移 使 之 包含 这 子 族 的 所 有 nn 十 1 个 集合 . 
试 证 存在 KK 的 一 个 平移 使 之 包含 下 的 所 有 集合 . z 

5.1.4 设 丰 为 民 ” 中 的 一 族 紧 西 集 并 且 大 至 少 合 有 nn 十 1 个 
集合 .假定 对 大 中 由 任意 nn 十 1 个 集 组 成 的 子 族 ， GR” 中 存在 一 点 使 
它 到 该 子 族 的 每 一 个 集合 的 距离 不 超过 某 个 给 定 的 正 数 e， 试 证 : 尼 ” 中 
存在 一 点 使 它 到 入 每 一 个 集合 的 距离 不 超过 &. 

5.1.5 设 {x,y,z,ww} 为 现 ” 的 子 集 ， 满足 


conv {7x,y,zZ} mconv {zx,y, omconv {rz,2, w} = {x}. 
试 证 : x E conv {y,2,w}. 
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5.1.6 试 证 如 下 Radon 定理 的 逆 命 题 : 设 M = {x1,… ,Ym} 
为 至” 中 的 有 限 子 集 ，2 mn 十 1, 如 果 骨 是 仿 射 无 关 的 ， 则 当 
ad 分 解 为 两 个 不 相交 的 子 集 M1 和 M2 时 都 有 
conv Mi m conv NUf。 = 人 
个 真 凸 画 数 如 果 存 在 & > 0 使 得 
MM = UL{reM | 大 DZ) > e}, 
试 证 : 必 , 存 在 了 7 个 非 负 实数 和 1，- “”” ; Am, 入 1 十 :十 入 m 一 1, 使 得 
SNfi(z) >e,vreEeM. 


z=1 


5.2 廿 函数 的 极 小 值 问 题 


本 节 中 我 们 研究 号 集 M C RR" 上 凸 函 数 9 的 极 小 值 问 
题 . 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 9 是 真 吓 函数， 显然 在 M 
上 求 g 的 极 小 等 价 于 在 整个 丽 ” 上 求 凸 函数 
f(x) = g(x) + 6(rIM) 
的 极 小 ， 我 们 先 讨 论 且 * 上 真 吓 函数 f 的 无 约束 极 小 值 问 
题 ， 然 后 再 考察 f = g 十 6(-|MM) 这 种 特殊 形式 的 凸 函 数 ， 
f 在 整个 RR" 上 的 下 确 界 记 作 


z ipf f = inf {f(x) | x € IR"}. 
注意 对 于 到 上 的 四 函数 f 来 说 ， 上 在 某 点 达到 局 部 


极 小 等 价 于 f 在 该 点 达到 整体 极 小 ， 事实 上 ， 如 果 z 是 了 
的 局 部 极 小 值 点 ， 即 存在 某 个 。 > 0, 使 得 


f(z) < f(x), Yr € B(z,:), 
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则 必 有 
jz) f(r), vre RR". 
这 是 因为 ， 如 果 z 不 是 了 的 整体 极 小 值 点 ， 则 必 有 某 个 
yy € dom f, 使 得 f(y) < f(z). 于 是 由 f 的 廿 性 ， 
fyt(l—A)z) SAFHD+TI—NFz) < flz), VO<AN<I 
但 是 对 于 充分 小 的 入 > 0, Ay 十 (1 一 入 )z € B(z,E), 这 与 2 
是 f 的 局 部 极 小 值 点 相 矛 盾 . 
对 于 及 " 上 真 凸 函数 f, 我 们 知道 水 平 集 
Sa(f)= {rz€ IR" |f(r) < a) 
是 JR" 中 的 凸 子 集 ， 并 且 若 f 还 是 闭 的 ， 则 Ss( 了 ) 也 是 闭 
的 ， 显然 dom f = ,加 So(f). 在 R" 上 求 的 极 小 值 相 
当 于 在 dom f 上 求 f 的 极 小 值 ， 下 确 界 inf f 的 特征 是 : 
a <inff —> So(f)=0. 当 a=inff 时 So。(f) 恰好 由 
所 有 达到 了 的 下 确 界 的 点 x 组 成 ， 这 个 水 平 集 叫做 f 的 极 
小 集 . 显然 ,研究 f 的 极 小 集 的 性 质 具 有 重要 意义 . 真 凸 画 
数 f 的 极 小 集 总 是 到” 的 一 个 西子 集 (可 能 是 空 集 ), 并 且 
车 f 还 是 闭 的 ， 则 它 也 是 闭 的 ， 此外， 车 了 在 其 有 效 定义 
域 上 是 严格 凸 的 ， 则 其 被 小 集 至 多 由 一 点 组 成 . 

从 次 梯度 的 定义 可 知 ， 为 了 点 z 属于 真 凸 函数 f 的 极 
小 集 ， 必 须 月 只 须 0cEOhzi) 即 2 =0 是 上 在 2zZ 处 的 一 
个 次 梯度 . 因此 对 于 具体 的 极 小 值 问 题 来 说 ， 4.2 节 中 计算 
次 梯度 的 一 些 公式 是 非常 有 用 的 . 

首先 ,我 们 把 以 上 讨论 的 有 关 凸 函数 极 小 的 一 些 结果 综 
合成 如 下 一 个 定理 : 

定理 5.2.1 设 三 ; JR” 一 (一 00, 十 oo| 是 一 个 闭 的 真 
凸 函 数 ， 那 么 ,， 
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(1) inf f = 一 了 J*(0}). 于 是 卫 下 有 和 愉 全 0 € dorm 广 ， 
“(2) f 的 极 小 集 是 01*(0). 了 达到 其 下 确 界 当 且 仅 当 万 
在 0 处 次 可 徽 ， 特别 当 0eEerildom 产 ) 时 产 在 0 处 次 可 
(3) 为 了 f 的 下 确 界 是 有 穷 值 但 达 不 到 ， 必 须 且 只 须 
了 (0) 有 穷 ， 并 且 存 在 一 个 y € JR", 使 得 f*'(0;y) = 一 oo. 

(4) 为 了 f 的 极 小 集 是 一 个 非 空 有 界 集 ， 必 须 且 只 须 
0e int (dom f*), 该 条 件 等 价 于 f 没有 任何 回收 方向 . 

(5) 为 了 了 的 极 小 集 由 唯一 向 量 x 组 成 ， 必 须 且 只 须 
f° 在 0 点 可 微 ， 并 且 2 = 了 了 了 *(0). 

(6) 诸 水 平 集 Sa(f) 中 的 非 空 集 均 有 相同 的 回收 锥 , 并 
生 就 是 f 的 回收 锥 ， 它 是 由 dom f* 生成 的 西 锥 的 极 化 锥 . 

证 明 (1) 是 1*(0) 的 定义 . 

(2) 从 9f*(0) 的 定义 和 定理 4.1.3 推出 . 

(3) 注意 ， 8f*(0) = 9 当 且 仅 当 8*(0) 的 承 托 函 
数 为 常 值 函 数 -co 依据 定理 41.3， 这 个 承 托 函 数 等 于 
cl ( 户 '(0; 四 但 为 了 凸 函 数 7"(0; ) 的 问 旬 全 等 了 一 oo 
必须 且 只 须 此 函数 在 某 点 y 取 值 -co, 即 片 (0;g)] = 

(4) 从 (2) 、 定 理 4.1.3 和 定理 2.3.9 推出 . 

(5) 是 定理 4.1.4 的 结果 . 

(6) 的 第 一 个 结论 从 定理 2.4.18 推出 . 为 了 证 明 9) 的 
第 二 个 结论 ， 任 意 取 a > inf f, 我 们 有 


Sa(f) = {z | f(z) < a} 
= {xz| {2,72°)— f° (2) < a,vr* € dom f*}. 
于 是 为 了 y € 01(Sa(f)), 即 
r+MyESa(f), vreSolf),vA>0, 
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必须 且 只 须 
(2 )<0，YVvYzZ Edimf.. 
而 这 正 是 说 y 属于 由 dom f* 所 生成 的 凸 锥 的 极 化 锥 . 量 
定理 5.2.2. 设 f 了 :IR" 一 (一 00, 十 ce| 为 闭 的 真 凸 函 
数 , 并且 没 有 回收 方向 . 那么 f 的 下 确 界 是 有 穷 的 并 且 被 达 
到 . 此 外 , 对 于 任意 = > 0, 存在 6 > 0 使 得 集合 {x | (7) < 
inf f 十 6} 与 的 极 小 集 之 间 的 距离 不 超过 <s, 即 f 的 极 小 
集中 至 少 有 一 个 向 量 z 使 得 上 |z 一 zj < ce Vz ESa(f), 这 
里 @ 二 inf f 十 0. 这 时 了 的 极 小 集 是 一 个 非 空间 有 界 凸 集 . 
人 从 定理 5.2.1 之 (4) 可 知 ， inf f 有 窃 并 且 被 达 
.由 于 f 没有 回收 方向 ， 从 定理 5.2.1 之 (6) 可 知 其 所 有 
水 平和 Salf) 是 有 界 的 . 设 M 为 f 的 极 小 集 . 任 取 < > 0， 
则 Age = M + eB(O, 1) 为 开 集 . 令 


Ua = MiNSa(f), a= inff +6,6>0, 
这 里 Ms 为 Me 在 BR” 中 的 补 集 . 如 果 每 一 个 Ua 都 是 非 
空 的 ， 则 诸 集 Uo (6 > 0) 形成 RR” 中 的 一 个 有 界 闭 子 集 的 
集 套 ， 从 而 诸 Ua 至 少 有 一 个 公共 点 工 
{ <intf+6é6, V6> 0， 
r¢ M+eB(0,1). 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 上 述 第 一 个 关系 表明 Xx € M. 这 样 ， 
至 少 有 一 个 6 > 0 使 得 Us = 8. 对 于 这 个 6, 水 平 集 {x € 
有 "| f(x) < inf f 十 6} 完全 包含 在 MM 中 . 和 
推论 5.2.3 设 / 为 再 ”上 没有 任何 回收 方向 的 闭 真 
山 隶 数 ， 设 再 ”中 序列 zl72 满足 
dim f (zk) = inf f. (5.2.1) 
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极 小 集 ， 

推论 5.2.4 设 了 为 R" 上 闭 真 凸 函 数 ， 假 定 其 下 确 
界 在 唯一 点 T 处 达到 .. 如果 序列 “1,®2, | 使 得 (5.2.1) 成 
Ey 则 | im Xk 二 区. 

证 明 当 了 的 极 小 集 (也 是 f 的 一 个 水 平 集 Su(s),a = 
inf f) 由 单 点 组 成 时 ， 上 不 可 能 有 回收 方 同 ， 于 是 从 定理 
5.2.2 得 知 推 论 的 结论 成 立 . 1 

向 量 序列 {zk} C RER” 叫做 f 的 极 小 化 序列 ， 是 指 它 满 
古 

im f(zx) = inf f. 
对 于 凸 阔 数 f 来 说 ， 一个 重要 的 问题 是 其 极 小 化 序 字 列 {zk} 
的 收敛 性 ， 因 为 如 果 Him Zk 三 70, 则 当 ff 下 半 连 续 时 ， Xo 
必 属 于 了 的 极 小 集 ， 风 f(xo) = inf f. 推论 5.2.3 和 5.2.4 
给 出 了 古 了 水 数 了 的 极 小 化 序列 收敛 的 一 些 充分 条 件 . 我 们 
在 引 理 4.3.2 也 曾 指出 ， 对 于 闭 的 真 吓 函数 f, 当 了 满足 强 
制 性 条 件 : 


ljim f(2) = 十 coy 
jz 一 


则 ff 的 极 小 集 不 空 并 且 f 的 极 小 化 序列 是 有 界 的 ， 其 任 
意 收 敛 子 列 的 极 跟 必 属 于 f 的 极 小 集 . 

定理 5.2.5 设 9 为 及 ”上 团 真 目 函 数 ， ML 为 再 ”的 
一 非 空 闭 廿 集 . 如 果 9 和 4 没有 公共 的 回收 方 同 ， 则 9 在 
M 上 达到 其 下 确 界 . 

证 明 设 (x) = g(x) 二 56zIM), 则 9 在 MM 上 的 下 确 
界 等 于 了 在 再 ”上 的 下 确 界 . 如 果 f 恒 等 于 十 oo, 则 其 下 
确 外 在 整个 ji 上 达到 .如果 了 不 恒 等 于 十 co, 则 了 为 闭 的 
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真 凸 函 数 ， 其 回收 方向 是 .9 和 JM 的 公共 回收 方向 ( 见 定理 
2.4.19). 因此 ， 当 9 和 M 没有 公共 的 回收 方向 时 ， f 也 没 
有 回收 方向 ， 从 而 依 定理 5.2.2, f 达到 其 在 R* 上 的 下 确 
界 . z ! 
”在 许多 情况 下 ,: 凸 函 数 『 的 极 小 集中 的 点 可 以 通过 西 
函数 的 次 微分 理论 来 刻 划 ， 例 如 ， 设 及 , 及,……, fm 是 IR" 
上 的 真 吓 函数 ， 入 1,…, 和 xm 是 非 负 实 数 . 我 们 要 在 整个 民 ” 
求 凸 函数 
f = Afit: + Amfm 

的 极 小 ， 我 们 知道 ， f 在 点 z 处 达到 极 小 的 充分 必要 条 件 
. 是 0&9f(x). 在 相当 一 般 的 条 件 下 ( 见 定理 4.2.6) 我 们 有 

Of (x) = MAO zr) + + AmOfn(r), vr eR". 
这 样 ， 上 述 充分 必要 条 件 就 化 成 

0 € MOf1 (2) + + AmOfm(z). 

进一步 分 析 fk 和 0fi 便 可 以 得 到 一 系列 新 的 结果 . 

定理 5.2.6 设 g9 为 R" 上 的 真是 函数 ，M C JR" 为 
非 空 凸 集 . 那么 为 了 9 在 M 上 于 z 处 达到 极 小 ， 只 须 存在 
一 向 量 z”e 6g(z), 使 得 -z 是 M 在 z 处 的 法 向 量 . 当 
Ti (dom 9) mriAf 天 有 0 时 上 述 条 件 也 是 必要 的 . 

证 明 我 们 只 要 在 整个 避 " 求 函 数 

f =g+é6(1M) 

的 极 小 ， 依 定理 4.2.1 为 了 了 在 页 ” 于 z 处 达到 极 小 ， 条 


件 
0 € g(r) + O6{zIM) z (5.2.2) 


总 是 充分 的 ， 但 85(z|M) 恰好 是 M 在 > 处 的 法 向 锥 ， 因 
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此 式 (5.2.2) 等 价 于 存在 一 向 量 z* € 0g(zx) 使 得 -co 是 MI 
在 Zz 处 的 法 向 量 . 当 ri(dom gj)NMri MM 关 旨 时 , 依 定理 4.2.6， 
Of (rz) = Og(x) + 6(r|M). 


因此 上 述 条 件 也 是 必要 的 . | 
”” 当 g 在 z 可 微 时 ，68g(z) 由 单个 向 量 Yg(z)] 组 成 . 定 
理 5.2.6 中 的 条 件 就 是 : 一 g(x) 是 M 在 z 处 的 法 向 量 . 
特别 地 若 M 蚌 某 个 子 空间 ， 上 述 条 件 就 是 说 : ZE M 并 且 
vg(z) 上 M. 

作为 定理 5.2.6 的 应 用 ， 我 们 来 讨论 寻找 一 凸 集 M C 
JR" 到 一 给 定点 a 的 最 近 点 的 问题 .实际 上 这 正 是 在 凸 集 
M 上 求 可 微 函 数 

9(z) = ;lle — all” 


的 极 小 问题 . 定理 5.2.6 的 相交 的 假设 : ri (dom gjNri M 天 8 
在 这 里 蜡 然 是 满足 的 . 因此 为 了 点 是 M 到 a 的 最 近 点 ， 
必须 且 只 须 向 量 


-Vs(z)=a-z 
是 旭 在 zz 处 的 法 向 量 ， 邵 
(z— ZT—a)>0, vzE€EM. 


在 结束 本 节 之 前 , 我 们 介绍 极 小 极 大 定理 (MiniMax 定 
理 ), 也 称 较 点 定理 ， 这 个 定理 是 博 奕 论 (对 策 论 ) 的 基础 ， 
在 非 线性 分 析 和 优化 理论 中 也 有 重要 的 应 用 . 深入 讨论 这 方 
” 面 的 问题 可 参阅 有 关 专 著 (例如 ， 见 |6j). 

我 们 来 分 析 丽 ” 中 的 函数 f(x,y) = 一 zw? 在 原点 附 
近 的 性 状 . 在 z = 0 的 截面 上 ，(0, 0) 是 了 (0,y)( 作 为 y 的 函 
数 ) 的 最 小 值 点 ; 而 在 y = 0 的 截面 上 ，(0,0) 是 f(x,0)( 作 
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为 xz. 的 函数 ) 的 最 大 值 点 ， 即 
f(x,0) < f(0,0) < HOWn)，ze 到 ,YYEe 杷 . 


我 们 称 这 样 的 点 (0, 0) 为 函数 f 的 “鞍点 "( 见 围 5.2.1)， 
”一般 地 ， 对 于 定义 在 积 集 4x B 上 的 实 值 函数 (2,9y)， 
(zo,yo)E 4 x B 称 为 函数 f 的 一 个 鞍点 ， 是 指 它 满足 


f(x, yo) < f (xo; yo) < f(zo,Y), Vz 三 A,vy EB. 


图 5.2.1 ”函数 f(z,y) 二 妨 一 22 在 鞍点 (0,0) 的 图 形 


定理 5.2.7 ( 极 小 极 大 定理 ) 设 ACJR*" 和 BC 人” 
是 两 个 非 空 有 界 闭 凸 集 ， 又 设 /: 4 xx 已 一 至 满足 
vy e B, -上 /人 是 4 上 的 有 穷 值 下 半 连 续 吓 函 效 ， 
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vx € A, flz) 是 妃 上 的 有 穷 值 下 半 连 续 西 函数 . 
那么 ,了 在 A4xB 上 至 少 有 一 个 鞍点 , 即 存在 一 点 (zo;yo) E 
A4xB 使 得 

f(x,yo0) < f{ro, yo) < f(ro,y), vrE€E A,vyE€EDB, 
(5.2.3) 
BD 
: max f(z, yo) = f(zo, yo) = mig f(zo, 9). 


在 证 明 这 个 定理 之 前 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 5.2.8 设 ACJJ" 和 BC JR™ 是 两 个 非 空 有 界 
闭 凸 集 ， 又 设 f:4xB 一 忆 满 足 

vy€2B, 一 y) 是 4 上 的 有 穷 值 下 半 连 续 凸 函数 ， 

Vr eAd, f(x, :) 是 B 上 的 有 穷 值 下 半 连 续 凸 函数 . 
那么 ,. 为 了 (xo, go) 是 f 的 鞍点 ， 必须 且 只 须 


mip max f(z, y) = max mi flz,y). (5.2.4) 


证 明 “注意 ， 定 义 在 紧 凸 集 上 的 下 半 连 续 函 数 达 到 其 下 
确 界 ， 从 而 在 引 理 假 设 下 ， mig fc, 0) 和 max f(z,y) 都 
有 意义 ,并且 分 别 是 4 和 : 互 上 的 上 半 连 续 和 下 半 连 续 凸 函 
数 . 但 4 和 B 又 都 是 紧 集 ， 因 此 它们 在 A 上 的 极 大 值 和 
在 B 上 极 小 值 被 达到 . 这 样 ， 式 (5.2.4) 中 的 记号 max 和 
min 是 有 意义 的 . 首先 假定 (zo,yo) E 4x 召 是 了 的 鞍点 ， 
即 式 (5.2.3) 成 立 ， 于 是 


{2 minyeB maxze A f(z, y) < maxzeA f(z, yo) 


< minyepB f(zo, y) < < maxzeA mnyeB f(z,y), 
a . 


min max f(z,y) < max mig f(x,y). (5.2.5) 
YEB rE 
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另 一 方面 ， 从 明显 成 立 的 不 等 式 
mip f(z,9) < f(z,y), vee AvyeB 
y 


推出 
max mig f(z, y) < max f(z, y), vy E 万 . 
上 式 右 端 再 按 y 取 极 小 即 得 
max mi min f(x,y) < mip me max f(x, Yy). (5.2.6) 


综合 式 (5.2.5) 和 式 (5.2.6), 得 知 式 (5.2.4) 成 立 . 

现在 设 式 (5.2.4) 成 立 . 今 证 f 必 有 鞍点 〈(zo,yo) 有 
A x B. 事实 上 , 式 (5.2.4) 成 立意 味 着 存在 zo E A,yo EB 
使 得 
: mi f (xo,y) = max f(T, yo). 
于 是 有 z 
max f(x,yo) = f(zo, yo) = mi f(xo, Y) 


从 而 式 (5.2.3) 成 立 ， 即 (xo,yo) 是 了 的 鞍点 
定理 5.2.7 的 证 明 从 上 述 引 理 5.2.8 的 证 明 中 得 知 , 

不 等 式 (5.2.6) 总 是 成 立 的 ， 因 此 为 证 远 点 存在 ， 只 要 再 证 

“ 明 不 等 式 (5.2.5) 成 立 就 够 了 . 

现在 假设 定理 5.2.7 的 条 件 成 立 


0 = mi max f(z,y). 


对 任意 固定 的 <>0 和 ze 4, 令 
ge) = f(r) -ate, vyEB. 
于 是 依 假 设 ， gz(y) 作为 y 的 函数 在 B 上 是 下 半 连 续 的 ; 
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并 且 对 任意 的 yeE B, 存在 zx € A 使 得 gz(y) > 0. 这 就 是 
说 不 等 式 组 “ 
gz(y) <0, VEA， 
在 妃 上 无 解 . 这 样 ， 根据 定 理 5.1.6， 存在 一 目 然 数 m, A 
中 的 m 个 元 Ti ,Wm 这 及 正 数 和 Xm DNs 一 1, 
使 得 加 
g(y) 一 > Aigz; (Y) >0, vye€eB. 
但 是 
g(y) = >》 Nf(riYy) — a+e. 


i 二 1 


于 是 利用 一 f(x,Yy) 相对 于 2z 的 凸 性 得 到 


1( Pied) >a—&, 
i—1l 


a 
max mip f(z,y)> a 一 人 ， 
但 是 es > 0 是 任意 的 ， 所 以 式 (5.2.5) 成 立 ， 加 


习 题 5.2 

5.2.1 设 下 : 忆 " 一 (一 00, 十 oo0| 为 真相 函数 ， AM C 了 JR” 为 非 
空 阔 凸 集 . 假定 ri(dom 户 mriaM 了 ,求证 :Zo EM 是 了 在 MM 的 
极 小 值 点 当 且 仅 当 存在 x € Of(zo) 使 得 

{(z,T— zo0)>0, vremMm. 

5.2.2 设 三 : 丽 " 一 (一 co, 十 oo] 为 号 函数 ，M C JR" 为 非 空 

闭 凸 集 . 假定 了 在 zo S MM 处 可 微 求证 : 为 了 了 在 以 上 于 zo 处 达 
到 最 小 值 ， 必 须 呈 只 须 
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(Tf(x0),T — x0) > 0, ‘vzreM. 


5.2.3 试 讨论 下 列 极 值 问题 : 
f(z) — min, 4z eM, 


其 中 六: 及 ”一 (一 00, 十 00] 为 所 真 凸 函数 ， Ad C 忆 W 为 闭 凸 集 ， 而 
4 :太一 有 ”为 线性 变换 ， 


5.3 凸 规划 问题 


在 数学 分 析 中 ， 采 用 所 谓 Lagrange 乘 子 法 可 以 把 严 ” 
上 的 一 个 约束 极 值 问题 转化 成 变量 较 多 的 另 一 个 无 约束 极 值 
问题 . 这 里 我 们 把 这 一 方法 应 用 于 凸 范 数 在 所 谓 “ 凸 约束 ” 
条 件 下 求 极 小 的 问题 . 

所 请 及 ”上 的 号 规划 问题 (7) 就 是 指 


fo(7) 一 min, 
f(z) = 0， 7 =k+ l,m, 


其 中 fo0; 及,… ,内 为 R* 上 真 四 函数 ， 内 +41,…, fm 为 
IR" 上 的 仿 射 函数 ， 特 别 当 = mm 时 间 题 (PP) 无 等 式 约 
束 ， 而 当 上 = 0 时 (P) 无 不 等 式 约束 .因此 凸 规划 问题 
(P) 就 是 在 不 等 式 约束 户 (z) < .0,;i = 1,…,k 和 等 式 约 
束 万 (z) = 0 一 十 1.…,m 之 下 求 目标 函数 fo 的 极 小 
的 问题 ， 当 然 对 于 凸 规划 问题 (P) 来 说 ， 只 有 诸 函 数 广 在 
dom fo 上 的 值 才 起 作用 .因此 不 失 一 般 性 ， 在 本 节 后 面 的 
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讨论 中 ， 我 们 始终 作 如 下 的 假设 而 不 特别 说 明 : 


ri (dom f;) 2 ri(dom fo), (5.3.1) 
‘ldomf;Ddomfo, 1<7<k. 和 

向 量 ZE 有 JR” 叫做 (PP) 的 可 行 解 ， 是 指 x 满足 (P) 的 
m 个 约束 条 件 . 于 是 (P) 的 可 行 解 集 (可 能 是 空 集 ) 是 指 
用 ”中 的 集合 

M = Mi M:N M, 
其 中 

Mi = {zr € R" | f(r) <0}, i=1,.…,k: 

M; = {ze RFR" | f(z)=0}, j=k+1,.…,m. 
为 了 今后 叙述 方便 起 见 ， 我 们 总 是 假定 M 才 了 8 于 是 上 述 
凸 规 划 问 题 ( 刀 ) 可 以 简写 成 

(P) minfo(x), zeEM. 
今 定 义 FR" 上 新 的 凸 函 数 f 如 下 : 
f(x) = folz) + 6(z1M). 
显然 的 有 效 定义 域 dom f 二 Mndom fo, 并 且 若 fo,……， 
jm 是 闭 的 ， 则 f 也 是 闭 的 . 注意 f 也 可 以 写成 : 

f(z) = fo(z) + 6(xIMi) + -+ 6(rlMm). (5.3.2) 
这 样 在 于 上 求 fo 的 极 小 等 价 于 在 整个 五” 上 求 f 的 极 
小 ， 即 凸 规划 问题 (也 ) 也 等 价 于 

(DP) f(x} — min, x € IR". 
f 的 下 确 界 inf 叫做 (PP) 的 最 优 值 . 达到 f 的 下 确 界 的 点 
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Zz 叫做 (万 ) 的 最 优 和 解 . 不 难看 出 ， (PP) 的 最 优 解 集 是 其 可 
行 解 集 的 一 个 凸 子 集 . z 
我 们 先 讨 论 & = 二 m 和 dom fo = RW 的 最 简单 的 情 帝 . 
定理 5.3.1 设 fo fi,:…, fm 是 人 上 上 的 有 穷 值 真 四 
函数 . 假定 不 等 式 组 
f(z) <0,..., fn(r)<0 (5.3.3) 
在 觅 "” 上 至 少 有 一 个 解 . 考虑 如 下 极 值 问题 : 


fo(7¥) 一 min， 
人 < 0， i=1,..…,m. 《5.3.4) 


那么 为 了 式 (5.3.4) 有 最 优 解 2, 必须 且 只 须 存 在 实数 AI1，…… 
Am, 使 得 如 下 的 所 请 人 uphn-Jucker 条 件 成 立 : 
(2) 0 € Ofo(E) 十 A10f1(£) 十 … 十 AmO fm(£). 
证 明 令 
Mi= {rE RFR" |f(rz) 0 1i= 1,.…,m, 

: f(x) = fo(z)+ 6(z|Mi) + + 6(r|Mnm). 
我 们 知道 ， 为 了 天 是 症 规 划 问 题 (5.3.4) 的 最 优 解 ， 必 须 且 
只 须 0 e 6f(z). 但 式 (5.3.3) 在 JR* 上 有 解 意味 着 

int Mi NM: :Nint My #90. 
考 虚 到 dom fo 一 i™, dom (8(:|M:;)) 一 M, 从 定理 4.2.6 
得 到 
sjf(z) = Ofo(x) + 86(z1Mi) + .+ 96(z|Mn) 
.2171 ， 


但 66(z|Mi) 是 Mi 在 xz 处 的 法 向 锥 ， 并 且 根 据 定理 4.2.8， 


U{XBjFi(z)|AN>0+， 如 果 拨 (7) = 0， 


{0}, 如 果 fi(x%) < 0,. 
0, 如 果 fi(z) > 0， 


由 此 20) 和 关 有 < 全 帮 G) < 0 二 1,…,m, 并 且 为 了 
0 E 9f(z), 必须 且 只 须 存在 实数 和 Ai,i 二 1 ,7m 使 得 (1) 
和 (2) 成 立 . 

这 个 定理 中 的 系数 和 1,… ,Am 就 是 Lagrange 乘 子 . 对 
于 一 般 的 凸 规划 问题 (了 ), 我 们 称 (和 1,…, 和 m)”E€ JR™ 是 
(也 ) 的 Lagrange 乘 子 ， 是 指 它 满足 : 

(1) Ai>0,v1=1,...,k; 

(2) 真 凸 函数 

四 十 和 万 十 十 Amjm 


的 下 确 界 有 穷 而 且 等 于 式 (5.3.4) 的 最 优 值 . 

这 样 , 一 旦 知道 了 凸 规划 问题 (PP) 的 Lagrange 乘 子 ， 
就 用 不 着 先 确 定 (PP) 的 可 行 解 ， 然 后 在 这 些 可 行 解 集 上 求 
fo 的 极 小 ， 而 只 要 先 求 扩 二 AI 万 十 十 和 mr 万 在 整个 瑟 ” 
上 的 极 小 ,然后 再 从 该 极 小 集中 去 掉 不 满足 约束 条 件 的 点 . 

定理 5.3.2 给 定 四 规划 问题 (也), 设 (AT ,Am) 为 
(PP) 的 Lagrange 乘 子 ， 并 设 


9 三 丰 十 和 万 十 … 十 An 
如 果 D 是 9g 的 极 小 集 ， 并 和 且 
TI={ill<i<kN=0), J={ill<i<m,i¢1). 


”那么 
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Dy={zED|f(z)=0,vI EJ; hz)<0VIET 


证 明 根据 假设 ，infg = inf f, 这 里 f= 如 十 0)， 
并 且 inf f 有 穷 . 设 ? 为 (P) 的 任 一 可 行 解 ， 则 
Nfiz) <0, i=lm. 
因此 
g9(2) = fo(2) + 和 AA(2) + + Amfm(z) < fo(z). 


由 此 g(xz) < f(z),Vvz € 有 "而 且 等 号 成 立 当 目 仅 当 z 是 
(也 ) 的 可 行 解 ， 且 满足 
Mfilz) = 0,， i= 1,.…,m. 


这 表明 f 的 极 小 集 包 含 在 g 的 极 小 集中 ， 并 且 实 际 上 就 是 
Do. 但 f 的 极 小 集 就 是 (也) 的 最 优 解 集 . , 
推论 5.3.3 给 定 凸 规划 问题 (全 ), 设 (A1,:…, 和 Am) "为 
( 刀 ) 的 Lagrange 乘 子 .假定 诸 所 都 是 闭 的 . 如果 
9 = fot+Afit + Anmfm 


的 下 确 界 infg 在 唯一 点 天 处 达到 ， 则 2 是 (PP) 的 唯一 的 
最 优 解 . 

证 明 从 假设 可 知 ，g 和 上 了 = 十 6(-|M) 均 是 闭 的 . 于 
是 从 定理 5.3.2 可 知 ， 为 了 推论 的 结论 成 立 ， 只 要 证 明 (P) 
至 少 有 一 个 最 优 解 . 但 g 的 极 小 集 是 单 点 集 ， 故 9 没有 回 
收 方向 ， 即 epig 不 含 任何 “ 冰 平 ”方向 的 半 直 线 (见习 题 
2.4.4). 从 定理 5.3.2 的 证 明知 g < f, 因此 epi yj 也 不 能 含 
任何 “水 平 ” 方 向 的 半 直 线 ， 从 而 f 也 没有 回收 方向 . 最 后 
从 定理 5.2.2 知 f 的 极 小 集 非 空 | 


引 理 5.3.4 设 M 为 凸 规划 问题 (P) 的 可 行 解 集 ， 那 
么 YIZE 且 ”， 


6(z|M) = sup{ Sfi(z) | AEIR: x | (5.3.5) 


i 二 1 


其 中 入 = (Al， “| Am). 
证 明 显然 我 们 有 


Sup | >》 Xi(z) | 入 EE IR* wx Lt 
t 二 1 
Ek . 
一 > ,sup{fAXiF 户 (z) | 和 ;> 0} 
i 二 1 


EA 


+ D, sup{Nf(z) | A € R}. 
j=ktl z 


但 是 对 于 1 <i < 天 


sup{ Xfi(z) | A > 0} = {" fi(z) < 0 
十 co， 当 ji(z) > 0; 


而 对 于 及 十 1 <j<m, 


- 0， 当 ] 二 0, 
因此 由 M 和 6(-|M) 的 定义 知 式 (5.3.5) 成 立 ， | 
一 般 地 ， 我 们 定义 函数 上 : RR" x IR* x Rm™-k 一 
(一 ceo， 十 co| 如 下 : 
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L(x,AM) = fo(z) + Afi(z) + + Am fm(7). 
也 称 为 凸 规划 问题 (P) 的 Lagrange 函数 令 


CQ: 一 sup inf Ll(z,A\); (5.3.6) 
AEIR* x Rm-* ?ER 


j= inf sup L(x,A) | (5.3.7) 
rE" \em: xRm-k 


引 理 5.3.5 ”由 式 (5.3.7) 定义 的 6 是 凸 规 划 问 题 (P) 
的 最 优 值 ， 即 
inf f = 3, 
并 且 可 行 解 4 € M 是 (PP) 的 最 优 解 当 且 仅 当 
SUP L{z, 和 ) =p. 


AEIR: x Rm™-* 
证 明 这 是 引 理 5.3.4 的 直接 结果 . | 
从 a 和 6 的 定义 式 (5.3.6) 和 (5.3.7) 立即 推出 
z Qa<p. (5.3.8) 
进而 如 果 存 在 入 e IR$ x Rm* 满足 
A, L(x, 和) = /6, (5.3.9) 


则 a = 6. 这 样 ， 点 规划 问题 (PP) 的 Lagrange 乘 子 就 是 
指 满足 式 (5.3.9) 的 向 量 入 E 机 3; x R™“, 并 上 且 B 是 有 穷 
值 . 
因此 我 们 得 到 如 下 结论 : 号 规划 问题 (好 ) 等 价 于 
(P) sup L{z, A) 一 min; 
AER: x Rm" . 
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而 问题 (P) 的 Lagrangec 乘 子 和 则 必定 是 下 列 规划 问题 的 


解 : 
: inf, L(z, A) 一 max, 
(P") 1 
A € RE x 五 m 
(P*) 称 为 原 问题 (P) 的 对 偶 规 划 问 题 . 注意 在 对 偶 规 划 问 
题 (P*) 中 II L(x, 入 ) 是 入 的 凹 函数 而 非 凸 函数 . 但 (P*) 
也 可 以 写成 如 下 等 价 的 凸 规划 问题 形式 : 
一 inf L(z,AM) 一 min, 
(P*) rER | 
A EIR® x 到 mm. 


定理 5.3.6 给 定 凸 规划 问题 (也), 那么 下 列 两 个 命题 
等 价 : 

(1) = 是 凸 规划 问题 (P) 的 最 优 解 而 入 是 (P) 的 
lagrange 乘 子 ; 

(2) (z, 入 ) 是 (PP) 的 Lagrange 函数 工 的 鞍点 ， 即 


£, A) < L(z, A) < A 和), 
L(£,A) < L(z, A\) < L(z, 和 (5.3.10) 
vr € R", VAE RE x Rk. 
此 外 ， 这 时 还 有 
AMifi(z) =0, i1<i<k. | (5.3.11) 


证 明 先 设 (1) 成 立 ， 于 是 由 引 理 5.3.2 和 式 (5.3.9)， 
L(z,A) < B<L(z,N, vre R",vAME IR: x R™K. 
但 6 一世 (去 ,入 ), 因此 (2) 成 立 . 
再 设 (2) 成 立 ， 由 式 (5.3.10) 得 
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B=< sup L(z,M) < Lj,A) < inf L(z, A)<a. 
AEIRE x Rm™-* EER" 
这 样 ， 由 a< 和 4 得 
sup Lz,A)= Lz,N)= inf L(z,A)= 6. 


因此 由 引 理 5.3.5, 是 (P) 的 最 优 解 ; 而 县 入 满足 (5.3.9)， 
故 入 确实 是 (P) 的 Lagrange 乘 子 . 
最 后 ， 由 于 XE M, 所 以 


: k 
L(£,M) = fo(z)+ > Nfi(jz) = 6 = fo(z£). 
i 二 1 


由 此 可 见 ; 
>》 Xi =0. 
2 一 | 
但 Ni > 0, f(z) < 0, i = 1,…,k, 因此 和 i 所 (2) = 0,1= 
1,...,k. 
引进 Lagrange 乘 子 的 好 处 是 把 原来 的 约束 极 值 问题 简 
化 为 无 约束 极 值 问题 .因此 找 出 凸 规划 问题 (PP) 的 Lagrange 
乘 子 对 于 凸 规划 问题 (P) 具有 重要 意义 . 但 是 在 一 般 情 况 
下 ， 丁 规划 问题 ( 刀 ) 的 Lagrange 乘 子 不 一 定 存在 . 本 节 的 
后 部 分 将 研究 凸 规划 问题 (了) 的 Lagrange 乘 子 的 存在 性 
问题 . z 
定理 5.3.7 设 及,…, 太 :JR" 一 (一 00, 十 00| 为 真 凸 
函数 ， gi ,gm 为 RR” 上 的 念 射 函 数 . 记 : 
N= {re€R"|g;(r)=0,1<7<m}. 
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如 来 


F(x) 全 max fi(z) 20, YreN, (5.3.12) 


那么 存在 不 同时 为 零 的 两 个 向 量 入 = (和 1,…, 和 4)”€ IR* 
和 -二 (pa ”” , Lm) C 有 使 得 


小 Aifi(z) 十 Dm0l®) 0, vz EdomF, (5.3.13) 
?一 二 
这 里 显然 dom 焉 = 由 (dom 月 . 此 外 ， 著 记 


g(x) 一 (9i(z)， gm 人 (zj ， TE 及 
则 当 : 
0 € int (g(dom FF)) 


时 , 式 (5.3.13) 也 是 式 (5.3.12) 的 充分 必 要 条 件 并 且 这 时 
入 为 非 零 向 量 . 
证 明 定义 映射 7 了 :dom 了 一 Rt x ew 如 下 : 
T(z) 一 ( 户 (zh) , f(T), 91(7),. “ gm(Z)) ;TE dom fF. 
容易 看 出 T(dom 卫 ) 为 RR* x JRm 中 的 凸 集 ;而 且 如 果 令 
M = {(vy,2) € IR* x R™ |y < 0, z= 0), 


则 从 假设 (5.3.12) 可 知 MnT(dom 三 ) = 6. 因此 由 凸 集 分 
离 定理 ， 存 在 非 零 向 量 (和 ,4) € JR* x JR™m, 使 得 


> Ai71i < > 户 (z) 十 5 jgi(z), 


7 一 工 
YrIE dom F, Vy = (m:nNm) < 0. 
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(5.3.14) 


在 式 (5.3.14) 中 ， 证 页 ,也 一 0, 即 得 式 (5.3.13) 成 
立 . 由 于 式 (5.3.14) 中 每 一 个 mm 都 是 非 负 的 ， 故 必 有 和 i > 
0,1 <i<k. 
现在 假定 0 € int (g(dom 也)), 并 且 式 (5.3.13) 成 立 . 
今 证 这 时 A1,-…, Ak 不 全 为 零 ， 事 实 上 ， 否 则 我 们 有 
(4,9(7) >0, vzrxE€EdomFh, 
a 
(1,2) 之 0， Vz€g(domFH), 


其 中 有 = (pr 但 0 € int{g(dom 下 )), 因此 上 

i 4 一 0 时 才能 成 立 ， 这 与 (A, HA) 对 0 相 有 矛盾 (这 里 
二 (和 1,'…, 和 Ak)"). 于 是 我 们 证 明了 入 E JR*, 和 A 关 0. 最 后 

(5.3.13) 可 得 : 


A1fi(T)+ + ARf(T)>0, vreN. 
由 此 可 见 对 于 每 个 ze N, 至 少 有 一 个 标号 i,1 < i <, 使 


得 f(z) > 0, 从 而 式 (5.3.12) 成 立 . | 
定理 5.3.8 ”给 定 凸 规划 问题 (了). 假定 


TE€Eint [A dom fi 
其 中 g = (fpr fm)”: JR" 一 Rm， 那么 $$ 是 问 


题 7 ) 的 最 优 解 当 和 且 仅 当 存 在 不 同时 为 零 的 和 0 > 0 和 
(A1, AR 所 RX, 以 及 (和 AR+1，: “" , 和 Am) € R™™, 使 得 ， 


La 
0€ ,Neof(z), (5.3.15) 
1=0 
Mfi(i)=0, 1<i<k. (5.3.16) 
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证 明 不妨 假定 9 : J” 一 JR™“ 是 满 射 的 , 即 g( R") = 
JR™…*. 于 是 由 g(2) = 0 可 知 
. k 
0€ nt lg( A, dom fi)|. 
不 难看 出 多 是 (也) 的 最 优 解 等 价 于 Vz : g(x) = 0， 
F(z)S max {fo(z) — fo(£), fi(z)} >0. (5.3.17) 


l1<i<k 
于 是 依据 定理 5.3.7, 式 (5.3.17) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存 
在 (Xo, Al ……， A 和 m) < 肌 "并且 Xo 过 0,X 过 0 不 
全 为 零 ， 使 得 
MN(fo(z) — fo(i) + >_ Nf(z) >0, vx edomHh, 
- (5.3.18) 
或 者 等 价 地 


Aotjfo(z) 避 ) 二 2 >0, vreIR". 


上 式 表明 Ao(fo(z) -GD)+ 2 AAAe) 在 主 处 达到 其 
小 值 ， 但 我 们 知道 首 为 此 的 充分 必要 条 件 是 


0 € 0 (No(fo— f(a)) + DON) = of 


这 里 由 于 0 € int [9( 人 i dom 记 )|, 我 们 利用 了 关于 次 微分 的 
Rockafellar 定理 . 至 于 式 (5.3.16) 则 是 式 (5.3.18) 的 直接 
结论 
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注 ， 如 果 f0, 亡 ,…，, 有 4 都 在 久 处 连续 并 且 有 限 ， 那 么 - 
k 
定理 中 的 条 件 €int [5 dom 月 自然 满足 . 
定理 5.3.9 (Kuhn-Tucker) 在 定理 5.3.8 的 条 件 
下 ， 如 果 存 在 z € JR", 使 得 
fi(z) < 0, ] < 2 < k: 万 ( 2 一 0,k 十 < 2 < mm, (5.3.19) 
那么 式 (5.3.15) 中 的 Xo = 1, 换 句 话说 ， 在 式 (5.3.19) 之 
0, Ak+1) | ) 入 m € RR, 使 得 
0€ Ofo(j) + > MOf(j), (5.3.20) 
Mfi(i) = 0, | <2i<k. (5.3.21) 
证 明 ”只 要 证 明 必要 性 . 为 此 又 只 要 证 明 Ao > 0. 如 果 


0E > NOf(F). 
1 一 ] 
这 表明 凸 函 数 2. 记 1 和 fi(Z) 在 六 取 最 小 值 零 . 但 和 1,… ,和 Ak 
不 全 为 零 ， 从 而 与 条 件 (5.3.19) 相 了 矛盾 . | 


定理 5.3.9 中 的 系数 为 ,… ,入 m 就 是 问题 (P) 的 La- 
grange 滋 子 . 实际 上 为 了 问题 (也) 的 Lagrange 乘 子 存在 ， 
定理 5.3.9 中 所 加 的 条 件 可 以 减弱 ， 我 们 有 : 
定理 5.3.10 ”给 定西 规划 问题 (P), 并 设 用,… ,fi . 
中 前 7 个 为 非 仿 射 函数 ， 而 后 一 7 个 为 仿 射 函数 . 假定 
凸 规划 问题 (了 ) 的 最 优 值 w > 一 0c, 并 且 至 少 有 一 个 z € 
ri(dom f0), 使 得 


| < 0 万 (2 < 0U; fr+1(2) < 0 


fr(2) < 0; rr1(z) 三 0 , fin (2) —0. (5.3.22) 
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那么 凸 规划 问题 (PP) 的 Lagrange 乘 子 存在 . z 
证 明 我 们 先 讨论 无 等 式 约束 的 情形 ， 即 有 = m. 于 是 
不 等 方程 组 
人 < 0,...,f.(2) < 0, 
fr+r1il(z) < 0,. " ,fm{(2z) < 0， 
在 ri(dom fo) 中 至 少 有 一 个 解 ， 显然 ， 不 等 方程 组 
人 < 0, f1(z) < 0 万 (z) < 0， 
fr+1(z) < 0,.….,， fm(z) <D, 


在 dom fo 中 无 解 ， 于 是 由 定理 5.1.5, 存在 不 全 为 零 的 非 负 
实数 A0， ”0 ) 入 mm ; 使 得 


(5.3.23) 


Mo( fo(7z) 一 a) 十 》 Xi 万 (z) >0 VvVzx€ dom fo. 
t=1} 

今 证 和 Ao > 0. 事实 上 ， 若 入 0 二 0， 则 A 条 1 十 … 十 Am fm 
在 ri(dom fo) 上 非 负 ， 同 时 和 1,… ,A 和 + 中 至 少 有 一 个 是 正 
的 ， 这 与 式 (5.3.23) 在 rifdom fo) 中 有 解 相 了 矛盾 ， 故 可 以 
取 Aa 一 工 . 

于 是 函数 

g= fot+Aifit+:++ Amfm 
满足 g(x) > a,vx € dom fo, 并 且 g(x) = +o0,vx ¢ 
dom fo, 从 而 infg > a. 另 一 方面 , 对 于 任意 可 行 解 Xx € 717， 
gf) < fo(z}. 因此 infg 不 可 能 大 于 fo 在 可 行 解 集 AMf 上 
的 下 确 界 a 这样 infg = a: 并 是 和 1,…, 和 Am 是 问题 (了) 
的 Lagrange 乘 子 . 
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现在 我 们 讨论 出 现 等 式 约束 的 情形 ， 即 上 < m, 这 时 依 
问题 (也) 的 定义 ， 记 +41,…, fm 是 仿 射 函数 . 显然 每 个 约 
束 户 (z) = 0 可 以 用 两 个 不 等 式 约束 
. fi(z) <0, (-fi)(xz) < 0， 

替代 而 得 到 一 个 新 的 等 价 的 凸 规划 问题 (P'), 这 时 (P') 仅 
有 不 等 式 约 束 . 于 是 上 面 已 经 证 明了 的 部 分 适用 于 问题 (P)， 
-得 出 结论 : 存在 非 负 实数 和 Al- Ak, ARL1,: , 和 Am , 和 Akl 


Ek ”mm ™m 
foto_ Nfit > NE+ > ME 
i=] 7 一 “二 1 J 二 kK 十 1 


的 下 确 界 有 穷 ， 并 且 等 于 (P') 的 最 优 值 . 但 (P') 与 (P) 的 
最 优 值 相等 , 因此 ， 如果 令 入 ; = 和 ;一 和 Aj,j7 = 二 此 十 1,… ,Am， 
则 我 们 得 到 (成) 的 Lagrange 乘 子 (Ai 7 , Am). | 

推论 5.3.11 给 定西 规划 问题 (了), 有 = m， 即 问题 
(PP) 无 等 式 约束 . 假定 (万 ) 的 最 优 值 不 等 于 一 00, 并 且 不 等 
方程 组 

fi(z) < 0 万 (z) < 0， 

在 dom fo 中 有 解 . 那么 问题 (P) 有 Lagrange 乘 子 . 

证 明 设 zedom 态 满足 Zi<01<i<7m. 并且 
任 取 一 点 y € ri(dom fo), 从 而 依 本 节 开 头 的 假设 (5.3.1)， 
y € ri(dom fi),1 < i < m， 于 是 当 入 > 0 充分 小 时 ， 
z( 入 ) 二 (1 一 和 )z 十 和 满足 fi(z(A)) <0,1<i<m, 并 且 
z( 入 ) e ri (dom fo). 这 样 ， 定 理 5.3.10 的 条 件 满足 

推论 5.3.12 设 西 规划 问题 (PP) 仅 有 线性 约束 ， 即 

fi(x) = (ai,7T) 一 ai， i=1,...,m. 
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假定 (PP) 的 最 优 值 不 等 于 一 oo, 并 且 (也) 在 ri(dom fo) 中 
”至 少 有 一 个 可 行 解 ， 那 么 (P) 有 Lagrange 乘 子 . 
一 般 说 来 ， 凸 规划 问题 (PP) 不 一 定 存在 Lagrange 乘 
子 . 例如 ， 设 dom fo = RR*, fo(&1,&2) = 6 用 (&1,&2) = 
一 562, f2(51,562) 二 62,k 二 2 二 mm. 在 目前 情况 下 ， 不 等 方 
程 组 
fi(é1,€2) <0, folé1i,é2)<0 


仅 有 一 解 X 二 (0,0)". 因此 (0,0)” 是 该 吓 规 划 问 题 的 唯一 
最 优 解 ， 并 且 其 最 优 值 为 0 然而， 如果 (Xi,》X2) 为 其 La- 
grange 乘 子 , 则 和 Xi 之 0,AXz 二 0, 并 且 
0 < fo(é1,é2)+ A 有 i (&1, £2) + M2 f2(é1, 62) 
= 6 Mt + Nel, VE,t2)" € RR. 

这 显然 是 不 可 能 的 . 在 这 个 例子 里 ， 定 理 5.3.10 的 假设 不 
满足 ， 因 为 没有 一 个 元 (1,&2)”E€ 有 R* 能 满足 fi\é1, 62) < 
0, fo(é€1, £2) < 0. 


下 一 个 例子 说 明 ， 当 上面 定理 中 关于 相对 内 部 的 条 件 不 
满足 时 也 可 能 没有 Lagrange 乘 子 . 取 


fo(€1,€2) = Sb dom fo = ftc 人 -名 So 
fi(é1, £2) = é&2; k=0,m=1. 


在 这 个 四 规划 问题 中 ， 有 (6&1,&2) = 0 在 ritfdom fo) 中 
解 , 而 zx 一 (0,0) 仍然 是 其 唯一 的 最 优 解 ， 0 是 只 地 外 值 
这 时 Lagrange 乘 子 是 单个 实数 At > 0 并 且 必 须 满足 


| < fo(é1, ec) 十 和 万 (6 上) = &1 十 和 162， 
YEieco) C dom fo. 
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但 容易 看 出 ， 这 样 的 和 1 > 0 是 不 存在 的 . 

- 在 结束 本 节 之 前 , 我 们 讨论 -一 下 凸 规划 问题 () 的 摄 动 
问题 ， 即 讨论 约束 条 件 的 变化 的 影响 .给 定 凸 规划 问题 (万 ) 
以 及 向 量 a = (61,… ,4am)”E€ 也 "我 们 考虑 如 下 新 的 本 
规划 问题 (Pa》 


fo(z) 一 min, 
(Poa) We +ai<0, 1<i<h, 
f(r)+a;=0, k+l1<j<m, 
这 里 f0,…', fm 是 凸 规划 问题 (P) 中 的 函数 . 设 v(a) 为 问 
题 (Pa) 的 最 优 值 . 于 是 v(:) 是 R"™ 上 的 函数 . 

定理 5.3.13 设 v(a) 为 三 规划 问题 (Po) 的 最 优 值 ， 
那么 允 (是 再 ”上 的 凸 函 数 . 

证 明 我 们 只 要 证 明 v(:) 在 domv = 一 {a € RR"™ | 
v(a) < 十 coj 中 满足 凸 性 不 等 式 . 设 op < domu, a = 
(al am) b= (01,.… ,bm)' ,并 HL v(a),v(b) # 一 oo. 
于 是 Ye > 0, jzx,y E JR", 使 得 


fo(z) < wv(a)+e, 

fi(T) < 一 ai 1l1<i<k, 

f(t)= -a k+l<I<m; 

fo(y) < v(b) ++, 

fi(y) < -bi, 1l1<i<k, 

f(y = -60;, k+l<ij<m. 
由 于 及,… ,大 为 是 也 数 ， 而 f+41;…… ,fm 为 仿 射 函数 ,天 
对 于 任意 0 二 入 <1, 有 


fo(l(l 一 入 )Z 十 Az/) < (1 一 和 A) Fofz) 十 入 fo{y) 
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< (1—A)v(e) 十 AZ(D) 十 <， 
fitL 一 Ajz+TA) 和 人 1 一 人 iD) 二 AH 

< 一 人 一 A)ai — Mbi, 1 <z:<k, 
fj((1— Nz+M) = (1— Nf(r)+ASY) 
一 (一 入 )ai — Mi;, k+1<gj<m. 


| 


因此 (1 一 s+ 满足 问题 (Pa_Ae+xp) 的 约束 条 件 , 从 而 
v((1— Ma+ Mb) < fol(1 — Nz + My) 
: < (1 一 入 )o(a) 十 Xuo(D) 十 =， 
但 > 0 是 任意 的 ， 所 以 
v((1 一 入 ja 十 Ab 去 (一 和 jufla) 十 和 UL(D). 

当 v(a) 或 v(b) = -co 时 ， 用 -gq (gq 为 任意 正 数 ) 代替 上 面 
的 v(a) 十 E 或 v(b) 十 e, 上 面 的 凸 性 不 等 式 仍然 成 立 .， 重 

定理 5.3.14 设 凸 规划 问题 (Ps) 的 Lagrange 乘 子 存 


在 , 并 且 设 9 为 问题 (Pas) 的 Lagrange 乘 子 全 体 . 那么 w( 
是 有 ”上 的 真 西 末 数 ， 它 在 愉 处 次 可 微 , 并 且 


Ov(&) = 
证 明 设 入 E N, 即 入 是 问题 (Pi) 的 Lagrange 乘 
子 ， 于 是 
o( = inf, {fo(z) + 2, Mi(fi(z) + i)} 


= inf {fo(z) )+ TA fi(z) + Xi 


i 二 1 t+ 一 上 
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由 于 和 1,… ;Xm 之 0， 如 果 记 
Ss = {a€E R™ | f(z)+oao <0,1<i<k; 


f(z)+a;=0k+1<j<m},r eR, 


Ma = {rx ER" |f(r)+ai <01l < kh; 


fj(z)+a;=0,k+1<j) mae RR", 


则 
v(&) 一 i, i inf Ra- (入 ,Q) 十 《0G) 
= i in 加 一 Ca) + (0 
一 i {ole) 一 (入 ,Q) + (A, 6). 
.由 此 即 得 z 
v(a) v6)+ (Na 人 Dd vac€ RR", 
即 和 € Ou(é&). 


把 上 述 推 理 倒 推 过 去 即 知 9v{&) 中 的 每 一 个 元 均 是 问 


题 (Pi) 的 Lagrange 乘 子 . 
习 题 ”5.3 
5.3.1 不 列 形式 的 规划 问题 称 为 二 次 规划 问题 : 


{ 3(AT LT) + (c, 7) 一 min, 
Br>0,7~>0. 


这 里 ZE RR" ,cE JR", 4 为 n xn 对称 正 定 矩 阵 ， 昌 为 mxn 逢 


阵 ， 试 讨论 它 的 对 偶 问 题 及 其 Lagrange 乘 子 . 


5.3.2 设 了 ;了 友 ” 一 (一 00, 十 00| 为 真是 沙 数 ， 玉 C 慑 ”为 非 


空 闭 凸 锥 ， 试 指出 极 值 问题 
f(z)}— min, ZEEK 
的 对 偶 问 题 为 
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一 广 (Z) 一 max， Zr” E K°, 
其 中 六” 表示 KK 的 极 化 锥 ， 提 示 : 先 证 明 
6{zIK) = sup{ (zx, 7’) | rz” € K°}, 


然后 定义 Lagrange 咀 数 工 : JR" x K° 一 (00,+oc], 上 L(2z, 7X*) = 
f(T) + (x, 2*). 


5.4 线性 规划 问题 


当 凸 规划 问题 (P) 中 出 现 的 所 有 函数 fi 都 是 线性 函数 
时 ， 称 为 线性 规划 问题 . 于 是 一 般 线性 规划 问题 可 以 写成 : 


n . 
>》 Ci€i 一 min, 


1 二 1 

nn 

Yaié; > bi ? = 1,.…,m, 
j=1 

€j 0, j=1,.,n. 


C 一 (ci 。 , Cn), p= (b1,- ， . ,bm)”, 交 一 (&1, 。。。 En) A 
(gi;), 则 上 述 线性 规划 问题 可 以 简写 为 


tc 一 in, 
(£) Az >%, 


2 > 1 


必 、 


大 重 的 实际 问题 可 以 归结 为 线性 规划 问题 . 它 可 作 如 下 的 经 
济 解释 : 设 z = (和 … ,名 ) 7 表示 某 生产 过 程 中 所 需要 的 
n 种 原料 的 投入 量 ， c = (c1,…,cn)” 表示 这 种 原料 的 
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单位 价格 .于 是 
(c, 2) = >》 Cigi 
1 二 1] 

就 是 所 有 投入 量 的 总 价值 ， 即 生产 成 本 .又 设 5 = (bi,……， 
bm)” 表示 这 一 生产 过 程 最 终 的 m 种 产品 的 产 出 量 , 矩阵 4 
的 元 ai; 表示 投入 第 ) 种 原料 对 产 出 第 i 种 产品 的 消耗 系 
数 ， 于 是 4z > b 意 指 要 求 投入 量 为 > 时 产 出 量 应 不 少 于 
b. 相应 的 线性 规划 问题 (£) 就 是 在 指定 的 产 出 量 限制 下 要 
求 投入 的 成 本 最 小 . 

实际 规划 问题 中 某 些 不 等 号 可 能 是 反 向 的 ,也 可 能 有 等 
式 约束 ， 但 我 们 总 可 以 把 它们 化 成 上 述 的 标准 形式 . 

线性 规划 问题 (C) 完全 可 以 没有 最 优 解 , 这 里 可 能 出 现 
两 种 情况 : 其 一 是 可 能 某 些 不 等 式 约束 不 相 容 ， 以 致 相应 的 
可 行 解 集 K 全 {zx € JR" | x > 0, Az > 6b} = 0. 这 时 我 们 称 
问题 (£) 是 不 可 行 的 ， 其 二 是 可 能 目标 函数 f(z) = (c,7) 
在 玉 上 可 以 取 任意 大 的 值 ， 以 致 达 不 到 最 大 值 . 这 时 我 们 
称 问题 (C) 是 无 界 的 ， 

线性 规划 问题 (C) 是 一 - 般 丁 规划 问题 的 特殊 情形 ,因此 
可 以 应 用 上 一 节 的 一 般 凸 规划 问题 的 理论 ， 对 应 于 问题 (£) 
的 Lagrange 郴 数 为 

L(z, pH,Y) = (c, 2) ~ (4, 2) + (yb — Az) 


一 Do 一 Li 一 2 Q2j 1; )€; 十 和 2 77 D7， (5.4.1) 


这 里 为 了 使 下 面 的 讨 ; & 对 称 起 见 ， 我 们 用 人 L,Y 表示 (C) 的 
Lagrange 弱 子 ， 上 4 € 有 "VE 及” ,并 且 为 记号 简单 起 见 ， 

不 同 维 数 空间 中 的 欧 氏 内 积 采 用 了 同一 符号 《,.)， 从 上 节 
知道 ，(£) 的 Lagrange 乘 子 应 该 是 对 偶 问题 
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nt, L(x, L,Yy) 一 max 
的 解 ， 但 由 (5.4.1) 容易 推出 
7 当 /一 C 一 4 0 


-0 L(x,1,y) = > . 
一 Oo) 其 余 处 . 


因此 y 是 下 列 对 偶 线 性 规划 问题 (L*) 的 解 : 


(b,y) 一 max, 
(£”) A'™y zo, 
: y 之 0. 
而 及 由 = c 一 477 给 出 (L*) 也 是 一 个 线性 规划 问题 ， 
它 也 有 对 偶 问 题 (C*). 但 不 难看 出 
(£™) = (£), 
即 (£) 和 (L*) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 . 
设 (C) 和 (L*) 的 可 行 解 集 分 别 为 
EK={rze€IR”|z>0,Azr >06), 
K.= {yeR™”|y>0,A'y < 人 ce}. 
根据 一 般 凸 规划 的 理论 ， 容 易 得 到 下 列 线性 规划 问题 的 基本 
定理 . 
定理 5.4.1 设 (C) 为 线性 规划 问题 ， 那 么 下 列 几 个 命 
题 彼此 等 价 : 
(1) (£) 有 最 优 解 ; 
(2) (£) 的 最 优 值 有 穷 ; 
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(3) (LC*) 有 最 优 解 5; 
(4) (£*) 的 最 优 值 有 穷 ， 
(5) (C) 和 {(L*) 的 可 行 解 集 责 和 天 * 都 非 空 ， 在 上 述 
任何 一 种 情况 下 都 有 
inf{(c,7x) | x € K}= sup{(b,y) jy € EK,), 


”并 且 对 于 相应 的 最 优 解 了 和 y, 有 


n 
亏 (》_ aij€; 一 Di ) 一 0, 2 一 |， "1, 
j=! 


£j(d ai 市 一 c) =0, 7 二 1,.…,Nn. 
t=1 


其 中 多 = (6 站 一 ( 南 ，…fim)" 

证 明 (1)<=>(2) 和 (3)< 一 (4) 是 显然 的 . 为 证 (2)< 一 
(3), 注意 (£) 的 最 优 值 有 穷 表 明 六 关外 从 而 依 定理 5.3.10， 
(C) 存在 Lagrange 乘 子 ， 即 (LC*) 有 最 优 解 ， (4)<> (1) 
与 (2)<* (3) 是 相仿 的 .因此 (1)-(4) 彼此 等 价 ， 现 在 设 
(1) 成 立 ， 从 而 (3) 成 立 ， 于 是 立即 得 出 (5) 成 立 ， 最 后 设 
(5) 成 立 ， 则 


inf{(c,z) lz EK} = if, sup Ley)=B< 0 
HER ,YERT 


sup{(b,y) {yy ER}= sup inf (Ai = a > 一 oo， 
wpER" ,yeER™T TER" 
但 a < 4b, 内 此 z 
—00 < sup{(,y) |y EE Ks} <inf{lc,r)|r ER}< co， 
即 (2) 和 (4) 成 立 ， 其 余 结 论 可 由 定理 5.3.6 得 到 . | 
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线性 规划 问题 现在 是 运筹 学 的 一 个 重要 的 独立 分 文 . 上 
面 我 们 从 廿 规划 的 一 般 理论 对 线性 规划 问题 作 了 讨论 . 为 了 
读者 阅读 方便 起 见 ， 这 里 我 们 对 线性 规划 问题 的 一 般 理 论 和 
方法 作出 相对 独立 的 叙述 . 

我 们 把 线性 规划 问题 (£) 及 其 对 偶 问 题 (CL*) 重新 列 出 
于 下 : 

f(x) 全 (c, 2Z) 一 min, 
原 问题 (£) 47 >b, 
TX 之 0; 


六 
g(y) = (8,y) 一 max, 


对 偶 问 题 (L”) A'y < C， 
2 > (0. 


PE 


这 里 ce RR",be RT,r Ee JR",ye JR"m, 而 4 是 mxn 实 
甜 阵 ， K 和 K 分 别 表 示 (C) 和 (L*) 的 可 行 解 集 : 


K={reR"|z>0,Az> 60), 
K, = {y EIR™|y>0,A'y < el}. 


引 理 5.4.2 ”线性 规划 问题 (£) 的 可 行 解 集 KK 是 到" 
中 的 一 个 不 含 任 何 直线 的 多 面 形 集合 . 

证 明 问题 (C) 中 的 每 一 个 约束 都 是 一 个 线性 不 等 式 ， 
从 而 确定 JR" 中 一 闭 半空 间 . 可 行 解 集 K 是 有 穷 多 个 这 样 
的 闭 半 空间 之 交 ， 从 而 是 一 个 多 面 形 集合 .此 外 ， 不 等 式 约 
束 z> 0 意味 着 K 位 于 非 负 象 限 ， 因 此 不 含 任何 直线 .上 

定理 5.4.3 ”假定 线性 规划 问题 (L) 的 目标 函数 f(x) = 
(cz) 在 玉 上 下 有 界 , 并 且 关 那么 线性 规划 问题 (£) 
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至 少 有 一 个 最 优 解 . 此 外 ， 最 优 解 中 至 少 有 一 个 是 KK 的 极 
点 . l 


证 明 ”直接 从 引 理 5.4.2 和 定理 1.7.6 得 到 . | 


定理 5.4.3 不 仅 告 诉 我 们 最 优 解 什么 时 候 存 在 ， 而 且 
还 指出 了 寻找 最 优 解 的 一 种 可 能 的 方法 : 即 计算 目标 函数 
A(z) 二 (czZ) 在 到 的 每 个 航 点 上 的 值 ， 然 后 在 其 中 选 出 
达到 最 小 值 的 点 . 这 个 办 法 在 一 些 简单 情形 确实 是 可 行 的 
( 见 例 5.4.1), 但 遗憾 的 是 在 许多 实际 应 用 中 基本 上 是 不 可 行 
的 . 这 是 因为 工业 过 程 中 一 个 典型 的 线性 规划 问题 可 能 涉及 
到 上 和 干 个 变量 和 和 约束 条 件 ， 从 而 即使 采用 高 速 计算 机 ， 要 找 
出 人 的 所 有 极点 也 得 花费 大 量 的 时 何 . 


寻找 最 优 解 而 同时 又 能 避免 这 种 大 量 运 算 的 一 种 方法 是 
.所 请 的 “单纯 形 法 ”, 其 思想 大 致 如 下 : z 


(1) 找 出 五 的 一 个 极点 ; 


(2) 考察 K 的 所 有 在 x 处 相 会 的 楼 边 . 如 果 和 目标 函数 
f(z) 沿 着 这 些 楼 边 都 不 减少 ， 则 x 是 最 优 解 . 

(3) 另 一 方面 ， 若 目标 函数 f(z) 沿 着 这 些 棱 边 中 的 基 
几 条 会 减少 ， 则 选择 减少 得 最 多 的 一 条 楼 边 ， 并 把 极点 移 至 
该 校 边 的 一 端 . 

(4) 在 新 的 极点 处 重复 上 述 (2) 开始 的 步骤 . 由 于 了 在 
每 一 步 中 都 减少 ,故我 们 不 可 能 两 次 通过 同一 个 极点 . 但 KK 
的 极点 总 数 是 有 限 的 ， 因 此 这 一 过 程 经 过 有 穷 步 (当然 希望 
步 数 越 少 越 好 ) 后 总 会 给 出 最 优 解 (如 果 最 优 解 存在 的 话 ). 
如 果 线 性 规划 问题 是 无 界 的 ， 则 必然 会 在 (3) 这 一 步 中 日 标 
函数 f(x) 沿 着 某 条 楼 边 无 限 减少 . 
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例 5.4.1 考虑 如 下 线性 规划 问题 : 
f(é1,€2) = 261 一 362 一 min, 
(£) £1 < 30, £2 < 20, 6861 十 262 < 52, 


从 图 5.4.1 看 出 可 行 解 集 到 是 一 个 五 边 形 ， 通 过 求解 适当 

的 不 等 式 对 可 以 找 出 所 有 的 极点 . 

极点 (&1,&2) (0,0) (30,0) (30,11) (12,20) (0,20) 
f(&1, €2) 0 -60 -27 36 60 


计算 目标 函数 在 每 个 极点 处 的 值 ， 得 到 最 小 值 -60, 相应 的 
最 优 解 为 (30,0). 


图 5.4.1 


当 线 性 规划 问题 仅 含 两 个 变量 时 ， 则 可 以 用 几何 方法 或 
图 解法 ( 见 图 5.4.1). 很 明显 ， 通 过 点 (30,0) 的 直线 f(x) = 
-60 对 应 于 在 可 行 解 集 上 的 最 小 值 . 
现在 我 们 讨论 线性 规划 问题 的 原 问题 (£) 和 对 偶 问 题 
(£L*) 之 间 的 关系 . : 
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定理 5.4.4 设 (C) 和 (L*) 分 别 为 线性 规划 问题 的 原 
问题 及 其 对 偶 问 题 ， 相 应 的 可 行 解 集 分 别 为 KK 和 KK, 那么 
(1) ZE 天 € 天 一 全 jzZ) > g(Y); 
(2) 如 果 对 于 ZE K,y EK, 有 f(z) = g(), 则 是 
(C) 的 最 优 解 ， 而 5 是 (£;) 的 最 优 解 . 
证 明 (1) 若 x EK,y € Kr, 从 定义 可 知 
f(z) = (czZ) > (A'y, 7) 
= (y, Azr) > (y,8) = g(y). 
: (2) 车 对 于 EK,yEKK, 有 (2) = g( 胃 , 则 对 于 任 
意 x EK, 根据 (1) 有 
f(z)> g( 办 = f(z). 
从 而 这 是 (C) 的 最 优 解 ， 类 似 地 ， 对 于 任意 ye KK, 有 
g(y) < f(£) = g(9). 
因此 5 是 (Lx) 的 最 优 解 . | 
在 证 明 线性 规划 问题 的 基本 的 对 个 定理 之 前 ， 我 们 先 证 


明 两 个 引 理 . 
引 理 5.4.5 (Farkas 引 理 ) 下 列 两 个 命题 一 - 择 一 成 并 : 


(1) 方程 
Az=b (5.4.2) 
有 非 仙 解 ; 
(2) 不 等 式 组 
Mry > 0， (b,y) < 0， (5.4.3) 


有 和 解 ， 
证 明 先 假 定 (1) 成 立 ， 即 式 (5.4. 2 有 一 非 负 解 zx. 如 
果 式 (5.4.3) 有 和 解 y. 那么 
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0 > (b,%) = (Az,y) = (2, AT'Y). 


但 zZ>0,47y > 0, 从 而 上 式 不 可 能 成 立 ， 因 此 上 述 两 个 命 
题 不 可 能 同时 成 立 . 
现在 设 式 (5.4.2) 没有 非 负 解 . 于 是 单 点 集合 {5} 和 集合 
Ss={zE€R™"|z= Azr,zr > 0} | 


不 相交 . 显然 8 是 -个 闭 廿 锥 . 于 是 依 凸 集 分 离 定 理 1.5.6， 
存在 非 零 向 量 zo E 及 ” 和 实数 a 使 得 超 平 面 如 (zo0, 4) 把 
{0} 与 9 强 分 离 ， 而且 由 于 0€ 5, 我 们 可 以 假定 


{oe 


. 5.4.4 
(z,z0) >aQa, VzES. ( ) 


不 难看 出 , 与 媚 (zo,a) 相 平 行 的 超 平面 了 H(zo,0) 是 5S 在 原 
点 处 的 承 托 超 平 面 ， 即 
人 >0, VzE 49. 


(这 是 因为 ， 如 果 有 某 个 z € 5 使 得 (z,z0) < 0， 则 对 于 
充分 大 的 正 数 上 (REz, zo0) > Q 就 不 可 能 成 立 ， 然 而 kz E . 
S, vk > 0). i . 
这 样 我 们 证 明了 
(4zr,z0 二 0，YZ 之 0， 
即 
(z, A'z0) >0, vz2>0. (5.4.5) 


我 们 断定 : 式 (5.4.5) 蕴涵 着 47zo 二 0. 事实 上 ， 如 果 4 za 

的 第 7 个 分 基 为 负数 , 则 (ej, 47zo) < 0, (这 里 ej 表示 瑞 ” 

中 第 7 个 分 基 为 1， 而 其 余 分 量 为 0 的 规范 基 向 量 ), 这 是 不 
. 296 . 


可 能 的 . 因此 我 们 有 
《bz0)<0， 47zo 二 0. 


从 而 向 量 zo 是 (5.4.3) 的 解 . | 

引 理 5.4.6 ”下 列 两 个 命题 二 择 一 成 立 : 

(1) 方程 : 

AZ 二 b, (5.4.6) 

有 非 负 解 ， 

(2) 不 等 式 组 

| A™wy <0, (b,y)>0, (5.4.7) 

有 非 负 解 . 


证 明 仿 引 理 5.4.5 的 证 明 容 易 推 出 式 (5.4.6) 和 式 
(5.4.7) 不 可 能 同时 有 非 负 解 .现在 我 们 设 式 (5.4.6) 没有 
非 负 解 ， 这 意味 着 对 于 z € 到 “方程 


AZ 十 二 一 0b， 
没有 非 负 解 x >, z 过 0. 上 式 可 以 写成 如 下 等 价 的 形式 : 
[一 4, Im]| 7 | = -b, (5.4.8) 


其 中 Im 为 m 阶 单位 矩阵 ， 由 于 式 (5.4.8) 没有 非 负 解 
[x, 2|”, 从 引 理 5.4.5 知 存在 向 其 V E 及 ” 使 得 
[了 jy20 (>0. 


但 [ ]y > 0 意味 着 A"y < 0 和 4 > 0, 因此 我 们 找到 


了 (5.4.7) 的 非 负 解 y. | | 
定理 5.4.7 ”对 于 线性 规划 问题 (£) 及 其 对 偶 问 题 (£”)， 
我 们 有 : z 
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(1) 如 果 K 和 天， 均 非 空 则 (C) 和 (C*) 都 有 最 
优 解 ; 进而 设 和 分别 为 (C) 和 (L*) 的 最 优 解 ， 则 
FE) = g(W). 

(2) 如 果 太 和 KK 中 有 一 个 是 空 集 , 则 (C) 和 (L*) 都 
没有 最 优 解 . 

(3) 如 果 (C) 和 (L*) 之 一 有 最 优 解 主 或 9, 则 另 一 个 
问题 也 有 最 优 解 ， 并 且 f (%) = g(). : 

证 明 设 zEK,yeK,, 即 xz 和 yy 分 别 是 方程 


Ar>06b (5.4.9) 


和 
AYy<e (5.4.10) 


的 非 负 解 ， 如 果 我 们 能 找到 式 (5.4.9) 和 式 (5.4.10) 的 解 z 
和 ? 使 之 满足 | 
(c, 7) — (y,b) <o0, (5.4.11) 
则 定理 的 (1) 得 证 . 事实 上 , 从 定理 5.4.4 之 (1) 可 知 (c, z) > 
(b,, 故 若 式 (5.4.11) 成 立 ， 必 有 《c, zy = (0,y). 于 是 再 从 
定理 5.4.4 之 (2) 可 知 z 和 4 是 最 优 解 . 
现在 我 们 把 式 (5.4.9)-(5.4.11) 联合 写成 等 价 的 形式 : 


A 0 6 

人 
0 —A” > | -ce | ， (5.4.12) 
一 C bb 0 


这 里 0 不 加 区 分 地 表示 适当 阶 数 的 零 矩阵 . 假定 式 (5.4.9) 一 
、(5.4.11) 没有 非 负 解 ， 即 式 (5.4.12) 没有 非 负 解 . 于 是 从 引 
理 5.4.6 知道 存在 向 和 量 z € 有 7",z>0 和 也 E 有 "也 > 二 10， 
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以 及 一 实数 a > 0 使 得 


(5.4.13) 


(Ea 
Ww | ，| 一 C > 0 
0 0 
式 (5.4.13) 等 价 于 
47z < ac 
| >ab, | (5.4.14) 
(b,z) — (w,c) > 0. : 


a 不 可 能 等 于 0, 因为 否则 的 话 , 从 式 (5.4.14) 的 前 两 个 不 等 
式 以 及 式 (5.4.9) 和 式 (5.4.10), 可 知 对 于 Zz EK 和 ye 天 


{0 全) 之 忆 
0 < (Arw,y) = (w, AT™Y) < (w,c), 


这 与 式 (5.4.14) 的 第 三 个 不 等 式 相 抵触 . 于 是 ac > 0. 
因此 从 式 (5 4.14) 的 前 两 个 不 等 式 可 知 w/a € 五 ， 2/” = 
(w/a 0 > (z/a,b), 
B 
(w,c) > (z,0). 
这 与 式 (5.4.14) 的 第 三 个 不 等 式 相 了 矛盾. 

这 样 我 们 得 出 结论 : 问题 (5.4.9) 一 (5.4.11) 有 非 负 解 
(x,y), ZE 天 VE 天 并且 从 上 面 所 述 ， 它 们 正好 是 问题 
(C) 和 (Ce) 的 最 优 解 
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为 证 (2), 比如 我 们 假定 天 = 9, 于 是 不 等 起 Ax >b 没 
有 非 负 解 ， 根 据 引 理 5.4.6, 必 有 向 量 z > 0, 使 得 


A'z<0, (b,z)>0. (5.4.15) 


如 果 Kx 关 了, 即 存在 向 量 yE 及 ",y > 0 使 得 
A'y<a, 


则 从 式 (5.4.15) ) TR yt Me Ke vA>0. 由 于 {b,z) > 0， 
可 知 内 积 


42 2 十 Az) = (b,y) + 和 (bz) 


可 以 取 任 意 大 的 正 数值 . 这 就 是 说 目标 函数 g(y) = (b, 在 
KK 上 上 无 界 ， 即 对 偶 问 题 (C*) 没有 最 优 解 . 

最 后 ，(3) 容易 从 (1) 和 (2) 推出 . 事实 上 ， 比 如 说 (£) 
有 最 优 解 , 则 根据 (2), KK, 关 8. 再 依据 (1), (L*) 有 最 优 
解 9, 并 且 f(2) = g(2). I 

下 一 个 定理 在 线性 规划 理论 中 通常 称 为 平衡 定理 . 

定理 5.4.8 设 天 和 天. 分别 为 线性 规划 问题 (C) 及 
其 对 偶 问 题 (C) 的 可 行 解 集 那么 为 了 ZE 天 和 ye kK 
分 别 为 (C) 和 (LC*) 的 最 优 解 ， 必 须 且 只 须 


5 二 0， 如 果 (A'y); < cj， (5.4.16) 
Ni 二 0， 如 果 (Azr)i > 0;， (5.4.17) 
其 中 z = 一 (&1, ~ ,En)’ ,sy 一 (71， “0 , Nm) C 一 (cl， “ , cn) ， 
b= (b1,.…. ,bn)’. 
证明 首先 假定 式 (5.4.16) 和 式 (5.4.17) 成 立 . 于 是 从 
YE 太 以 及 式 (5.4.16) 得 到 
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a 


f(z) = (cz) = 》 cj 
j=1 
一 之 (A'y)ié; = (4 y, 2). 
类 似 地 从 2 EK 和 过 (5.4. 17) 得 到 


g(y) = (b,y) = > om 


一 = Dan) = (Yy, A7T). 


但 (y, Az) = 《47 7)， 因此 f(x) = g(y). 从 而 根据 定理 
5.4.4 之 (2), x 和 2 是 最 优 解 . 

反之 ， 如 果 :Z 和 ?7 是 最 优 解 ， 于 是 从 定理 5.4.7 有 
(c, x) 一 (b, y). 另 一 方面 ， 


lc z) = Do > Pay) 


= S (Ax)in 之 bin = (b, y). 
因此 ?一 二 ?一 工 

(cec—A'y,r)=0, (y,Az—b)=0. (5.4.18) 
于 是 考虑 到 z 之 0 二 00320427 二 从 式 
(5.4.18) 得 到 

Gj (AYE = 0, 了 = 

ml(Ar)i 一 六 | = 0, l= 1,.…,m. 


据 此 立即 得 到 条 件 (5.4.16) 和 (5.4.17). 上 


习 题 5.4 


5.4.1 求解 下 列 线性 规划 问题 : 
561 十 下 2 一 min, 
245 十 5£2 > 10，36 十 cz > 6， 
&1+7é2>7, &1>0,€>0. 


—72 莹 3， 一 1 十 2172 < -4 m > 0,7>=>0. 


3&1 十 262 一 min, 


271 十 72 一 max, 


241 一 如 之 4 一 4 十 和 之 4 ti12>0,6 >0. 


271 + 7 < 32, +72 < 18, 


8n1 十 772 一 max, 
(4) 
71 十 372 < 24, 71 过 0,7n 之 0. 


5.4.2 考虑 如 下 线性 规划 问题 (£》 
| 80é1 十 120t2 一 min, 


561 十 562 之 9，261 十 462 >5, 6 > 0,é€2 >0. 


(1) 求解 问题 (£)， 
(2) 氢 述 对 偶 问 题 (£*)， 
(3) 求解 对 偶 问 题 (£*). 


5.4.3 知 果 线 性 规划 问题 (Cj 是 无 界 的 ， 试 证 对 偶 问题 (L*) 是 不 


可 行 的 . 


5.4.4 举例 说 明 线性 规划 问题 (人 ) 和 其 对 个 问题 (Cr*) 可 能 两 者 都 


是 不 可 行 的 : 
5.4.5 试 给 出 对 偶 问 题 《L) 的 经 济 解释 . 
5.4.6 设 Zz1，,… ,zm E 了 R”， 试 证 不 等 方程 组 
(zi,T) <0 2=1,...,m 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 : 不 存在 不 全 为 零 的 实数 入 1,.……， 


入 121 十 … 十 Amz2rm 三 0. 
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Am 之 0 使 得 


5.4.7 设 z0, 31 ,ZzZm GE 民 ". 试 证 不 等 方程 组 O 


(zo, 2) <0, (2,7) <O0, i1=1,.…,m 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 : 不 存在 实数 AI, … ,入 m 二 0 使 得 20 十 入 12z1 十 
二 A 入 mzZn, 二 0. 
5.4.8 设 zz2mr € 民 ",Q1,…,Qm € 现 . 试 证 不 等 方程 组 
(zi, T) < Qi, 1 二 1,.…,Mm.- 四 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 : 不 存在 不 全 为 零 的 实数 和 1 ,Am 之 0 使 得 
和 2 十 … .十 和 zzn 一 0， Aial 二 -十 Mmam <<0. 


5.5 一 般 规划 问题 ” 


在 5.3 节 中 讨论 的 廿 规划 问题 有 一 定 的 局 限 性， 例如 ， 
所 涉及 的 函数 都 是 凸 函 数 ， 而 且 在 等 式 约 束 中 出 现 的 函数 还 
必须 是 仿 射 函数 . 因此 ， 即 使 当 目 标 函 数 和 等 式 约 束 中 的 函 
数 连 续 可 微 但 非 凸 , 或 者 等 式 约束 中 含 非 仿 射 的 凸 函 数 时 就 
遇 到 了 困难 , 本 章 最 后 这 一 节 中 我 们 介绍 有 关 非 凸 数学 规划 
的 一 些 结果 . 不 过 要 注意 的 是 ， 尽 管 这 里 涉及 到 一 些 非 凸 纯 
数 ， 但 我 们 用 的 基本 的 数学 工具 仍然 是 凸 分 析 理 论 . 

设 给 定 现 ” 上 的 函数 六 9 ,gm, hi,"… ,hx, 考虑 如 
下 数学 规划 问题 : 1 


f (7) 一 min . 
9i(Zj < 0， ? 二 1, i 7, (5.5.1) 


定义 不 等 式 约束 集 和 等 式 约束 集 如 下 : 
M:; = {x € RY | gi(z) < 0}, i = 1,.….,m, 
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Mm+1 = {TE€ RnR" | hj(z) 二 0,7 二 1,...,k}, 


M = "HM 


并 令 


于 是 问题 (5.5.1) 就 是 : 求 ro € M 使 得 f(z) 在 M 放 上 于 
Z0 处 达到 极 小 ， 即 

f(z0) = mip f(z). 
对 于 一 般 的 数学 规划 问题 ， 我 们 要 考虑 局 部 极 小 我 们 称 
zo 是 问题 (5.5.1) 的 局 部 极 小 点 ， 是 指 存在 zo 的 某 个 邻 域 
U(xzo)( 例 如 以 zo 为 中 心 < 为 半径 的 开 球 使 得 


f(zo)= min f(zx). 


zEATmE(zo) 


设 ;JR” -> (=oo, 二 ooj, 任 取 ZE JR" 使 得 f(x) < 
-十 co. 我 们 称 非 零 向 量 y € Re” 所 确定 的 方 铅 是 了 在 3 的 
减 小 方向 ， 是 指 存在 两 个 正 数 zo 和 a 以 及 y 的 一 个 邻 域 
U(y), 使 得 
痢 的 斗 ez) : <f(r)—ea, VO<e<eo,vzEUVU(Y). 
(5.5.2) 
注意 ， 当 2 所 yw) 时 ，U(y) 也 是 z 的 一 个 邻 域 ， 并 且 对 
手 任意 入 > 0, AU(y) 是 Ay 的 一 个 邻 域 .由 此 可 见 ， 了 在 
Z 处 的 减 小 方向 全 体形 成 一 个 开 锥 ， 叫 做 f 在 x 处 的 减 小 
方向 锥 . 

.不 等 式 约束 集 通 常 是 含 内 点 的 集合 . 设 M 是 R" 中 含 内 
点 的 集合 ， 非 零 向 量 y € JR” 所 确定 的 方向 叫做 点 re 再" 
关于 人 M 的 容许 方向 ， 是 指 存 在 ee0>0 和 1Yy 的 一 个 邻 域 
U(y), 使 得 

ri+ez€E M, VO<e<eo,Vz EU(yY). (5.5.3) 
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同样 地 ， z 处 关于 MM 的 容许 方向 全 体 构成 一 个 开 锥 ， 叫 做 
Zz 处 关于 M 的 容许 方向 锥 .， 

一 般 说 来 ， 等 式 约束 集 是 比 JR" 更 低 维 数 的 集合 . 于 是 
设 MM 是 IR" 中 的 低 维 集合 ，y € .JR" 叫做 M 在 z 处 的 切 
方向 ， 是 指 存在 so > 0 使 得 对 于 任意 ce € (0, so)， 都 有 一 个 
zl(E) E M, 并 且 

lz(e) —z—eyl=00). 

MM 在 z 处 的 切 方向 全 体形 成 一 个 锥 ， 叫 做 M 在 z 处 的 切 . 
方向 锥 .一 般 说 来 ， 这 个 切 方向 锥 既 非 开 也 非 闭 ， 

给 定 函 数 f : RR" 一 (一 00, 十 oo] 和 JR* 中 的 约束 集 
1 Mr, 其 中 NM Ma 是 下 "中 含 内 点 的 集 
合 . 假定 了 在 M = "全 Mi 中 某 点 zo 达到 局 部 极 小 . 这 就 
是 说 ， 了 从 这 点 zo 出 发 沿 任何 符合 约束 条 件 的 方向 都 不 能 
再 减 小 了 . 因此 ， f 在 zo 的 减 小 方向 中 没有 一 个 既 在 zo 
关于 M; 的 容许 方向 锥 Ki 中 (i = 1,…,m), 又 在 Mmj1 
在 zo 的 切 方向 锥 Km+1 中 ， 下 一 个 定理 就 是 这 种 前 观 分 析 
结果 的 严格 证 明 . . 

定理 5.5.1 设 / 和 AMWn+li 如 上 设 Ki 为 
zo 关于 Mi 的 容许 方向 欠 (i = 1)…,m), Km+ti 为 Mn+l 
在 zo 的 切 方向 锥 ， 而 Ko 为 f 在 zo 的 减 小 方向 锥 ， 假定 
所 有 这 些 锥 都 是 凸 的 如果 了 在 M = "站 Mi 上 于 zo 处 
达到 局 部 极 小 ， 则 必 有 
"HM: = 0. (5.5.4) 

证 明 设 不 然 ， 存 在 Yy E fi M;. 于 是 根据 KK; 的 定 
义 , 存在 y 的 一 个 邻 域 U, 以 及 两 个 数 w > 0 和 eo > 0, 使 得 
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TZ0 十 Ez 筷 站 Ms VO<e<eo, VzEU, 
并 且 
.f(xo+ez) < f(zo)—ea, VO<e<eo, VYzEU. 
另 一 方面 ， 由 于 yeE 天 nt 存在 z(e) = zo 十 cy 十 r(e) € 
Mm+1,， Ve € (0,so)， 其 中 (es)ll = ole)， 因 此 可 以 取 
E10 < el < 冬 so, 使 得 


r(e) 


z(e) Sy+— ed, v0O<e<ael. 


这 样 ， 当 0<<< sl 时 ，z0 + ez(e) € Mi, 同时 还 满 
足 | _. 
f(zo+ ez(s)) < flzo) 一 sa < f(x0). 
.这 与 了 在 M 上 于 zo 达到 局 部 极 小 相 子 盾 - I 
下 面 我 们 进一步 分 析 条 件 (5.5.4). 
引 理 5.5.2 。 设 KKi,…, Km 为 JR” 中 的 凸 锥 .假定 
riKiN:...NriFK, Yb, (5.5.5) 
那么 本 
(i Ki) = DR, (5.5.6) 


2 一 :了 
其 中 天 ”表示 五 的 对 偶 锥 ， 即 
re |(zz')>0,vze kK} 
证 明 我 们 只 要 证 明 
(A Ki) = DK (5.5.7) 
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这 里 K° 表示 开 的 极 化 锥 ， 即 KK 的 负 对 偶 锥 ， 不妨 设 
0 E Ki,i = 1,..…,m. 于 是 ， 
K?={rx € MR" |(r,7) <O,YVvr € Ki} = O6k.(0), 


这 里 6k (2) 全 6(z|IK). 由 于 
6(z| fFKi) = D6(zlKi), 
i=1 
不 难看 出 ， 式 (5.5.7) 等 价 于 


3( Dex jC0) - D2 osx.(0). 


ti 二 1 
但 在 条 件 (5.5.5) 之 下 ， 这 是 Rockafellar 定理 的 结果 -和 
定理 5.5.3” 设 Ko,Ki,…,Kmii 为 R" 中 m+1 
个 非 空 凸 锥 ， 并 且 Ko,…, Km 还 是 开 的 ， 那 么 
"Ki=0 (5.5.8) 
等 价 于 存在 不 全 为 零 的 向 量 zy € KY,1 = 0,…,m 十 1, 使 得 
70 十 … :十 2Zm+l 三 0. (5.5.9) 


证 明 首先 假定 (5.5.8) 成 立 , 并 设 KK 会 个 Ki 
于 是 根据 引 理 5.5.2， 
K* = (BK) = 2 Fi 
从 式 (5.5.8) 有 长 站 Km+1 = 因此 依 凸 集 分 离 定理 ， 存 
在 非 零 向 量 zx”€ 有 JR", 使 得 
(T°,Yy)>0>({7,72), VE 天 ni Vy EK. 
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这 表明 Xz”E€ KK*, 因此 存在 zi EK?,i 二 0,.…,m, 使 得 
= 70 十 十 Xm: 今 取 Th%41 = 二 一 ZX*, 则 显然 zx 1 E 
Kr1, 并 旧式 《5. 5.9) 成 立 . 

现在 设 a K; =0. 于 是 存在 j，1 <j < m, 使 得 


K - DK 夫人 一 人. 
Z0 十 … 十 2Zj1 = 0. 


然后 取 zj42 一 … = Ll = 0, 可 知 式 (5.5.9) 成 立 . 

最 后 假定 式 (5.5. 9) 成 立 ， 但 式 (5.5.8) 不 成 立 . 于 是 存 
在 x0 € i,i 二 0,1,.…,m 十 1. 由 于 诸 z? 不 全 为 零 ， 于 是 
化 如 说 ， 存在 革 个 指标 70<J<7m, 使 得 x* 关 0. 此 外 ， 
由 于 KK; 是 开 集 ; 故 存在 7 > 0 使 得 zo + B(O, r) CK;, 这 
里 (0 7) 为 页 ”中 的 开 球 . 考虑 到 zf € K+, 我 们 有 

zji(zo 十 动 二 0， VzE B(0, 7), 
即 轩 
z zy(z)| < zt(z0), VzEe B(0， r). 
由 此 可 见 若 77(z0) = = 0， 则 了 = 0， 这 不 可 能 从 而 了 rj (eo) > 
0. 于 是 
0 = zo(zo) 十 …… 十 ZmHi(zo) > Zi(zo) > 0， 


得 出 矛盾 : 因此 式 ,5.5.8) 成 立 . _ 
下 一 个 定理 是 上 述 定理 的 直接 结论 ， 
定理 5.5.4 设 f :J" 一 (-o00, 一 十 oo 在 M= 
m+l1 


-| Mi 上 于 zo 处 达到 局 部 极 小 ， 这 里 M1,.…… ,AM 是 合 
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内 点 的 不 等 式 约束 集 ， Mm+1 是 等 式 约束 集 . 假定 了 人 上 在 

Z0 处 的 减 小 方向 锥 Ko, Xo 关于 Mi 的 容许 方向 欠 Ki( = 

,Mm), 以 及 Mm+1 在 xo 处 的 切 方 向 锥 Km+1 都 是 丁 

的 . 那么 必 存 在 不 全 为 零 的 吧 十 2 个 向 量 zx; € Ki,? 三 
0,1,…,m 十 1, 使 得 

-Z0 十 ZI1 十 …: 十 2m 十 Zm+l 一 0. (5.5.10) 


为 了 把 上 述 定理 应 用 到 具体 的 规划 问题 ,我 们 需要 赋 究 
具体 情形 下 减 小 方向 锥 ， 容 许 方向 锥 和 切 方 向 锥 的 具体 形 
引 理 5.5.5 设 y 是 函数 f 在 zo 处 的 减 小 方向 ， 如 果 
f4(zo;y) 存在 ， 则 fi (zo0;y) < 0. z 

证 明 由 定义 直接 推出 . I 

定理 5.5.6 设 了 是 及 ”上 的 真是 也 数 ， 并 且 在 zo 的 
站 他 或 中 证 续 那么 f 在 zo 处 的 减 小 方向 锥 太 是 凸 的 , 并且 


K= iy € Rr" | f(zo0;y) < 0}. 
证 明 对 于 任意 ye 玉 ", 广 (z0;y) 的 存在 性 和 是 性 是 
j 的 廿 性 的 结果 . 为 了 完成 证 明 ， 依 据 引 理 5.5.5， 只 需 证 


明 : 人 (Xo0;Yy) < 0 => y 是 了 在 7zo 处 的 减 小 方 同 . 依据 
fi (x0;Y) We 存在 so > 0, 使 得 


6 全 f(zx0) 一 f(zo + end) > 0. 
根据 f 的 连续 性 假设 ， 存 在 y 的 一 个 邻 域 U 使 得 
[f(zo+ seoz) - f(zo+ eoy)| < 6/2, vzEU. 


从 的 西 性 可 知 对 于 0<&é< eo， 
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f(ro+ez) < (1 —e/eo)f(zx0) + (e/s0)f (zo + eo0z) 
6 
< f(z0) — 了 元， vzEU. 

由 此 可 知 y 是 f 在 zo 处 的 减 小 方向 . 

注意 定理 5.5.6 中 f 在 zo 的 某 邻 域 中 连续 的 假设 当 
dom j 包含 zo 的 某 个 邻 域 时 自然 成 立 . 
定理 5.5.7 设 及 "上 的 耻 数 上 在 zo E 刺 "” 处 可 微 . 

那么 f 在 zo 处 的 减 小 方向 锥 KK 是 凸 的 ， 并 且 


K = {ye R" |(y, f(z0)) < 0}, 
其 中 f(z0) = Vf(zo)- z 
证 明 由 f 在 xo 处 可 微 ， 对 于 任意 y € JR", 我 们 有 
f (xo z) = f(z0) + (f' (x0),z) + 7(z), - 
其 中 jjr(z) 咱 == ollzl 由 .假定 (f(z0), 2) 人 -2a < 0. 于 是 
存在 so > 0, 使 得 


Ireal . <F, VO<e<eo, Vze By,p), 


其 中 p 会 w/2llP(zo) 于 是 当 z < 了 (yp) 时 ， 
(fczo) 2) = (f(z0),Y) + (f (x0),z — Y) 
< —2a+ a/2 = —3a/2. 
这 样 我 们 证 明了 四 
f(xzo+ez) < f(zo)—ae, VO<e<eo, yzeE 了 yp)， 
旭 y 是 f 在 zo 处 的 减 小 方向 . z 站 
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现在 我 们 讨论 容许 方向 锥 
定理 5.5.8 ” 设 M 是 JR" 中 的 凸 集 . 设 及 是 zo 关 
于 M 的 容许 方向 锥 ， 那么 
K =U{Mint M — zo0) | A > 0}. (5.5.11) 


证 明 依 定 义 ，y € K 当 且 仅 当 3eo > 0 和 7 > 0, 使 得 
To+ez€EM, VO<e<eo, VYzE€E B(y,r”), 


或 等 价 地 

vot+eyt+eu EM, VO<e<eo, Vue€e B(O,r). 
这 就 是 说 ， 

Bl(zo+ ey, er}CM. 

从 而 Xo 二 ey &€ intM,By E ti(int M 一 Z0). 然后 取 
入 一 1/s, 并 考虑 到 K 的 锥 性 ， 可 知 式 (5.5.11) 成 立 ， 和 

直面 考虑 M 是 不 等 式 约束 集 的 情形 . 

定理 5.5.9 (1) 设 Ko 是 函数 f : JR" 一 (一 00, 十 09] 
在 zo 处 的 减 小 方向 锥 ， 如 果 记 

M = {re€ RR" |f(z)< f(ro)}, 


并 设 Ki 是 zo 关于 M 的 容许 方向 锥 . 那么 Ko C Ki. 

(2) 如 果 f 在 zo 处 沿 任意 方向 z 的 方向 导数 f' (zo; z) 
存在 ， 并 且 f' (zo; z) 是 z € 到 "的 凸 函 数 ， 又 设 存在 一 元 。 
y E ZE", 使 得 

fi (zo0;Y) <0, 

那么 Ko = 二 Kj = 二 { 2 € Re" | f4 (x0; 2) < 0}. 

证 明 (1) 设 y E€ Ko, 于 是 依据 定义 ， 存 在 9 的 一 个 
邻 域 U(y), 以 及 两 个 正 数 so 和 a, 使 得 

.311 . 


f(zotez) < f(xo)—ea < f(z0), VO<e<eo, VzETIT(y. 


而 这 正 是 说 : 0 < <eo0,zEUVU(Yy) 二 TzT0 二 ezEM. 从 
而 依据 容许 方向 的 定义 ，y € Ki1. 

(2) 设 y € Ki, 于 是 依据 定义 ， 存 在 so > 0 使 得 
To+ Ey EM, Y0O<e<so, 即 


f(xo + ey) < f(xo), 0<e<eo. 
由 此 可 见 诺 (zo;y) < 0， 由 于 容许 方向 锥 Ki 是 开 的 ， 
故 y 有 一 邻 域 U(y) C Ki. 于 是 可 以 取 7 > 0, 使 得 
YT7) 二 y 十 7T(Y 一 如 EU(y).， 这 样 y(7) € Ki1， 从 而 
户 (zoiy(r)) < 0. 最 后 利用 + ro `) 的 凸 性 ， 我 们 有 


厂 (zoig) = 六 (mi TV) + Tr 


< - oY(7)) + 二 Tro; 


一 一 一 ;2V) < 0. 


于 是 依据 定理 5.5.6, y € Ko. 
推论 5.5.10 设 Ko 和 Kl1 如 定理 5.5.9. 如 果 下 列 两 
条 件 之 一 成 立 ， 则 Ko = Kt 
(1) f 是 JR" 上 凸 连 续 函 数 ， 并 且 存 在 一 元 去 E 1R", 使 
得 f(£) < f(xo); 
(2) f 在 zo 处 可 微 ， 并 且 f'(x0) 关 0. 
现在 我 们 来 讨论 一 般 等 式 约束 集 的 切 方 向 锥 . 给 定 映射 
了 :RE"” 一 有 E, 我 们 知道 了 在 xo € JE” 的 导数 Fr) 是 
指 及 ”一 RW 的 一 个 线性 变换 ， 满 足 
F(z)= F(zo)+ F(zo)(z ~ x0) +.o(||z — zoll). (5.5.12) 
-3312 . 


[入 


定理 5.5.11 给 证 上 映 射 下 :有 2 一 Rm. 设 . 厂 在 zo 
的 一 个 邻 域 UV 中 可 微 ， 并 且 F(z0) = 0. 又 设 F(Z) 在 U 
中 连续 并 且 (zo) 是 满 秩 的 ， 即 站 (z0)JR" = RR". 那么 
等 式 约束 集 四 
M= {se mR |F()=0} 
在 zo 处 的 切 方 向 锥 天 是 有 R" 的 子 空间 
K={yeR" |F(ro)y=0}=N(F (ro0)). (5.5.13) 


证 明 首先 设 y E 玉 . 于 是 依据 定义 ， 存 在 so > 0, 使 
得 对 于 每 个 & € (0,e0), 有 一 个 x(e) = Zo 十 sy 十 7(E) E M,， 
并 且 je 川 = ols). 于 是 F(zx(e)) = 0. 由 于 下 在 ro 可 
徽 ， 并 且 了 F(x0) = 0, 故 

一 =eF' (ro)y 十 F (zo)rle) 十 d(e), 
其 中 jld(e 川 = ol(e)， 上 式 两 边 除 以 a 并 让 < 一 0 即 得 
F(zo)y=0, 从 而 KC{yeRr"| F(zo)y = = 0}. 

其 次 设 F(zo0)y = 0. 令 工 = N(F'(xo))+. 则 IR" 可 

作 直 交 和 分 解 
R"* = N(F(z0)) 四 大 


现在 对 于 上 述 给 定 的 y € N(F (zx0))， 我 们 求解 如 下 含 未 知 
量 e€E 民 和 zeEL 四 
g{e,2z) 全 F(zrot+ey+t+2z)= 0. 
注意 , 如 果 记 已 (zo) 在 上 上 的 限制 为 4. 那么 A: 工 一 RR"™ 
是 一 对 一 的 并 且 A4L = Rm, 从 而 首 变 换 4-1 存在 ， 另 一 
方面 ， 不 难看 出 g(0,0) = 0,95(0.0) = 4. 因此 ， 根 据 数 
学 分 析 中 熟知 的 隐 函 数 定理 ， 3eo > 0, 以 及 连续 可 微 函 数 
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7(-): (一 co,E0) 一 也， 使 得 7(0) =0 并且 g(e,7r(e))}= 0， 即 
F(xo+ey+r(e))=0, VeE€ (~eo,eo). 
显然 我 们 有 jr(e 首 = ole). 这 正 是 说 y€ 五 . , 

定理 5.5.12 设 MM 为 ”中 的 闭 廿 集 ， 太 为 MH 在 
zo 处 的 切 方 癌 锥 ， 那 么 
kK*={7r  E 有 "| 4 2 二 (人 20)VDEA 
证 明 注意 对 于 任意 ze Mysz-zo 是 M 在 mo 
的 切 方向 . 这 是 因为 由 于 M 是 凸 集 ， 故 对 于 0 < e < 1 有 
Z0 十 <y 一 (1 ~ e)rotere AI 
于 是 若 z* € 黄 ， 则 
(2 一 Z0) 二 0，VYzEA， 
即 (2*, 2) > (Z 2Zo))YZ EAI. 
现在 设 z 满足 (zz 一 2Zoj > 0, YT E€ M. 任 取 yE€ £K, 
于 是 3so > 0 使 得 对 于 每 个 e € (0,e0), 存在 z(e) < M, 并 
且 | : 


z(e) =zo+ey+r(e), lir(e)) = ole). 


于 是 
(Z ze) 一 zo) >0, YO<e< eo. 
由 此 我 们 得 到 
+ A(z”,Z(e)— zo0) (zr*,r(e)) 
人 =) 
ore) 


E 
让 ee 一 0+ 可知 (XZ*,y) > 0,vy EK. 因此 xz* EK*. 
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” 注 ”采用 极 化 锥 的 记号 ,定理 5.5.12 是 说 : Ko 二 Nm (zx0)， 
这 里 NM (ZT0) 表示 M 在 Zo 处 的 法 向 锥 . 于 是 
cK = K™” = Nar(zo)2. 

法 向 锥 的 极 化 锥 也 叫做 切 向 锥 ， 记 作 T(z0)( 见 习题 4.2). 
”因此 在 M 为 闲 凸 集 的 情况 下 ， Tah(zo) 是 本 节 所 定义 的 切 
方向 锥 及 的 闲 包 . | : 

使 用 上 面 所 得 到 的 结果 ， 现 在 我 们 来 导出 几 种 极 值 问题 
的 必要 条 件 . 

(1) 条 件 极 值 (等 式 约 束 情形 ) 


{ fo(z) 一 min, | (5.5.14) 
fi(z) = 0,1= 1,2,...,m. 


定理 5.5.13 设 fo,…, fm 是 尼 "” 上 的 可 微 函 数 . 设 
TO 是 问题 (5.5.14) 的 解 . 那么 存在 不 全 为 零 的 实数 和 0， “**， Am 
Aofo(Z0) 二 … 十 和 mfn,(7z0)==0. (5.5.15) 
”证 明 如 果 丹 (z0),…, f(zo) 线性 相关 ， 则 存在 不 全 
为 零 的 实数 J1,'…, Lm, 使 得 
: Wifi(T0) + umfm(x0) = 0. 
于 是 我 们 可 以 取 A0 一 0, Ai = Hi, 2 一 1,-... ,7m, 从 而 式 
(5.5.15) 成 立 ， 因 此 只 要 考虑 及 (7z0),… ,及 ,(z0) 线性 无 关 
的 情况 . 在 这 种 情况 下 ， 等 式 约束 集合 
Mi= {reER"| filz) =0,1 = 1,.…,m} 
在 zu 的 的 切 方 向 锥 ( 切 子 空间 ) 是 
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下 一 1E 且 "| {f(r0),y) =0,i= 1,..,m}. 
容易 验证 
KY = span{fi(z0),7 = 1,.…,m)} 


一 {Df 0) A € RR,s = De 
1 四 


”根据 定理 5.5.7, 可 微 函 数 f0 在 zo 处 的 减 小 方向 锥 是 
ko= {ye RR |(fo(xo),y) < 0}. 

当 有 (zao) 关 0 时 ， 其 对 偶 锥 是 ( 见 例 3.3.5) 

Ko = {Mfo(zo) | Mo > 0}. 
( 当 有 (20) = 0 时 , 我 们 可 以 取 Xo = 1 和 =-… = Mm = 0) 
最 后 利用 定理 5.5.4, 即 得 式 (5.5.15). 

注 : 从 定理 的 证 明 看 到 ， 当 万 (zo) ,万 (zo) 线性 无 
关 时 ， Ao > 0, 从 而 式 (5.5.15) 可 以 写成 
fo(z0) 十 入 月 (zo) + + Mmfi (x0) = 0. 

特别 在 无 约 来 情形 下 , 我们 得 到 通常 的 无 约 来 极 值 条 件 及 (zo) 
二 0. 数 入 1):…,Am 通称 为 Lagrange 乘 子 ， 这 就 是 数学 分 


” 析 中 熟知 的 Lagrange 乘 子 法 则 ， 


(2) 规划 问题 (不 等 式 约束 情形 } 
| 一 min, 


f(z) < 0 j= lm. (5.5.16) 

定理 5.5.14 设 色 ,…, fm 是 Rr* 上 的 函数 ， zo 是 

问题 (5.5.16) 的 解 . 假定 0,…, fn 在 zo 处 可 微 、 那 么 存 
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在 不 全 为 零 的 实数 和 Ab,-… ,入 m, 使 得 
| Nfo(z0) + + Amfm(r0) = 0, 


Nj > 0， 1=0,1,...,m, (5.5.17) 
Mfi(xo) 一 0, 2 一 1 … , 772. 
证 明 令 
Mi= {rE€ RR” |f(z)<0}, i= 1,.…,m, 

并 设 Ki 是 Mi; 在 Z0 处 的 和 容许 方 癌 锥 ， i 二 1,:.…,m. 若 
f(z0) < 0, 则 Ki = 到"; 而 车 (20) = 0 且 亡 (zo) 关上 0， 
则 Ki = {y € JR" | ( 彤 (xz0),y) < 0}. 最 后 若 fi(7X0) = 0， 
而 玉 (zo) = 0, 则 只 要 取 Xi = 1, 和 yj = 0,YVj 关 纪 就 可 知 
式 (5.5.17) 成 立 ， 于 是 当 f(z0) < 0 时 ，K? = {0}, 而 当 
fi(zo) = 0 有 fi(xzo) #0 时 K? = {XMfi(ro0) | Xi > 0}. 
人 io 在 zo 处 的 减 小 方向 锥 Ko 是 


Ko = {y € IR" | (fo(zxo),y) < 0}, 
并 且 当 用 (x0) 关 0 时 相应 的 对 偶 锥 Ki 是 
Ki = {Xojo(zo) | M0 > 0}. 


由 此 可 知 式 (5.5.17) 成 立 . ! 
”定理 5.5.15 在 定理 5.5.14 的 很 设 下 ， 如 果 下 列 两 条 
件 之 一 成 立 : 


(1) 方太 是 上 西 画 数 ， 并 日 存在 芯 EE IR", 使 得 
fi(z) <0,7= 1,.…,m; 
(2) 万 是 仿 射 的 ， 即 


六 (zj) = (7, 0i) 一 Qi 2 一 1,.…,m. 
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那么 Xo > 0, 从 而 条 件 (5.5.17) 等 价 于 


| fo(zo) + Afi(z0) + + Amfm(T0) = 0, 


5.5.18 
和 i 二 0, Mfi(zo) =. 0, =], ,Mm. ( ) 


证 明 (1) 从 定理 5.5.6 的 证 明 可 见 , 只 要 "入 Mi 天 人 


就 能 保证 Xo 关 0. 但 在 目前 情况 下 , 显然 一 zo E "站 Mi 
(2) 我 们 令 Mi = {xz € RR? | (zr,ai) < ai = 
,m} (当然 可 能 int Mi = 内，M 在 zo 处 的 切 方向 

维 Kl 的 对 偶 锥 Ki 是 


一 { > Nas 
“i=1 
(见习 题 5.5.1) 由 此 利用 定理 5.5.4 得 证 定理 结论 成 立 。 征 

注意 ， 利 用 定理 5.5.15， ,我们 立 (可 得 线 性 规划 中 的 一 
些 主要 结果 . 
(3) 一 般 数学 规划 问题 
folz) > min, 
fi(r) < 0， ?2 二 1,.……,m, 
f(x) = 0, j=m++1,,m++k, 
rEM. 
定理 5.5.16 设 和 0,… ,jm+ik 是 及 ”上 的 薄 数 . 假 
定 它 们 在 zo 的 一 个 邻 域内 可 微 ， MC 慑 ”是 含 内 点 的 凸 
集 . 那么 存在 不 全 为 零 的 实数 多 “Am+k, 您 得 


Ai 二 0， Mi( {zo0, Qi 一 CQ 一 0,1i = 1, , 7}. 


(5.5.19) 


?7 十 大 
1 一 一 > XiFi(zo) E Nm(xo), (5.5.20) 


AD 之 0, Ms f(zo) 一 0,1 = 1,.…:,m 
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其 中 Var(zo) 为 M 在 zo 处 的 法 向 锥 . 

证 明 留 作 练 习 . | I 

下 一 定理 指出 在 更 严格 的 要 求 下 ， 定 理 5.5.4 中 的 条 件 
不 仅 必要 而 且 也 是 充分 的 . 

定理 5.5.17 设 思 :JR" 一 民 为 吓 函 数 ， M1,…, Mm] 
为 ”中 的 凸 集 . 假定 存在 点 2 使 得 XZ € int Mi,i = 
LE Mmti. 设 zo€ M 十 Mi, 并 设 Ko 
是 no 在 xo 的 减 小 方向 锥 ， Ki,……, Km 为 Mi,:…, Mm 
在 Zo 处 的 容许 方向 锥 ， Km+i 为 Mm+1 在 Z0 处 的 切 方 
向 锥 . 那么 zo 为 轴 在 M 上 的 极 小 值 点 当 且 仅 当 存在 不 全 
为 零 的 向 量 X77 € K? ,2 二 0,:…,m 十 1, 使 得 

zz 十 :十 zx 1 二 0. (5.5.21) 


证 明 必要 性 ”如 果 Ko 非 空 ， 则 必要 性 从 定理 5.5.4 
得 出 ;而 若 Ko 为 空 集 , 则 取 任 意 Zi & Ki,1 = 二 1… ,m+1， 
并 令 26 二 一 Xf 一 … 一 Zip1 由 于 Ko 下 故 KK? = JR", 
因此 zi € K#. 

充分 性 ” 设 存 在 z1 € M 使 得 fo(z1) < fo(xo). 对 
于 入 € (0,1), 令 z( 和 A) S 和 E+ (1 一 和 zi， 由 于 诸 Mi 
均 为 凸 集 ， 故 z( 和 ) € Misi = 1,…,m 十 1; 此 外 ， 由 于 
tt € int Mi,i = 1,.…,m, 有 7A) €E int Mi,i 三 二 Im 
既然 fo 是 及” 上 的 连续 函数 ， 可 取 入 > 0 充分 小 ， 使 得 
oz < fo(z0). 令 z = z(A) — zo 则 

fo(zo+ ez) < efo(z(A))+ (1—e)fo(ro), 0O0<e<l1. 
因此 z 
f(z0;2) = li fo(xo + fo(zo) 
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< jm so(z(A)) = folzo)) 


” el0 E 
= fo(z(A)) — fo(x0) < 0. 
从 而 依据 定理 5.5.7, z € Ko. 此 外 ， 
{2 Eint Mi,i1 =1,:.:..,m,v0<e<l, 
To+éez EE MnrivO<e<l1, 
因此 z € Ki,? = 二 1,…,m 十 1， 这 样 我 们 找到 一 向 量 zx € 
nm 二 1 
,0 Ki, 并 昌 Ko,…: ,Km 为 开山 锥 . 但 根据 定理 5.5.3, 这 
是 不 可 能 的 . 因此 假设 fo(7x1) < .Jokzo) 不 成 立 ， 从 而 zo 是 
fo 在 M 上 的 极 小 值 点 . 
利用 上 述 结果 , 我 们 也 可 以 得 到 凸 规划 问题 中 的 结论 ， 
这 里 不 再 缆 述 . 
习 题 5.5 
5.5.1 设 M={fzE 现 "| (zai) < oi = 1,.…,m}, 其 中 


ci € 有 "ai E 有 三 1 ,mMm. 试 证 : M 在 xo 处 的 切 方向 锥 六 
的 对 偶 锥 ”是 


K”* = {Ee 


Ai( (Xo, ai) 一 Qi) 一 0,2 一 el 


Ai 之 0, 


5.5.2 设 4 :了 ”一 民 ™ 为 线性 变换 . 令 
K ={(z,Ar) ee R" x IR™ |ze R"}. 
试 证 : 
K*={(-Ay,y)e R" x RR" |y eR"™}. 
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5.5.3 设 Kz 是 责 m 中 一 凸 锥 ， 天 = {zx € IR" | Ar e K2}. 
假定 如 下 两 条 件 之 一 成 立 : 
(1) jz € JR" 使 得 Az € int Ky; 
(2) Kz 为 到 的 非 负 象 限 。 
那么 K+ = 4* Kz. 
5.5.4 ”完成 定理 5.5.16 的 证 明 . : 
5.5.5 设 Q1,…,am 为 民 ” 中 的 m 个 线性 无 关 元 ， 
K={z€IR" | (x,ai) 一 0, = 1 .rp 
试 证 :到 ”一 span {ai,.……, am}. 
5.5.6 设 反 :人 R" 一 民 ,i 二 1,.…,m. 令 
z f(z)= max fi(x), rz ER". 


lm 


必 


假定 所 , f2;…… ,fm 在 zo 处 沿 Y 方向 可 微 . 试 证 :了 在 2zo 处 沿 3 方 
向 也 可 微 , 并 且 


| fi (x0;Yy) = maxier fi (To;Y), 
5.5.7 给 定 ai € JRY,i= 1,..,m. 令 
K= {re€[IR" | (zai) >0,1 <i<k; 
(z,4;)=0,k+1<7<m)}. 
试 证: 


kK 一 | Na 


Ni > 0,1<i< peRkti<i ml 


4 二 1 


321. 


附录 A” 同 集 与 Brouwer 不 动 点 定理 


设 M C IR", ff: M 一 JR". 我 们 称 zx € JM 为 映射 
f 的 不 动 点 ， 是 指 它 满足 f(z2) = z. 显然 ， 对 于 任意 一 个 
映射 g : M 一 RR", 求解 方程 g(x) = 0 都 可 以 归结 为 求 某 
一 个 新 的 映射 f 的 不 动 点 z 的 存在 性 . 例如 ， 我 们 可 以 取 
f(x) = z+ g(2). : 

Brouwer 不 动 点 定理 是 近代 数学 中 最 重要 的 成 就 之 一 . 
这 个 定理 是 说 : ”及 " 中 有 界 闭 凸 集 到 其 自身 的 每 一 个 连续 
上 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 定 理 的 叙述 和 结论 都 很 简单 ， 但 其 
证 明 却 并 不 是 初等 的 . Brouwer 不 动 点 定理 的 早期 的 证 明 
多 采用 组 合 拓扑 、 同 伦 论 或 微分 形式 等 方法 . 直到 50 年 代 ， 
Nagumo 等 给 出 了 拓扑 度 理论 的 解析 叙述 , 为 不 热 悉 拓扑 方 
法 的 分 析 学 者 和 对 数学 知之 甚 少 的 工程 师 等 实际 工作 者 理 
解 和 学 习 拓 扑 度 理论 以 及 Brouwer 不 动 点 定理 带 来 了 很 大 
的 方便 ， 但 是 Brouwer 不 动 点 定理 的 证 明 仍 然 依 赖 于 相当 
深奥 的 拓扑 度 工具 . 此 后 又 有 不 少数 学 工作 者 致力 于 寻找 这 
个 定理 的 初等 证 明 , 终 获 成 功 . 这 里 我 们 介绍 C. A. Rogers 
在 1980 年 给 出 的 一 个 简单 证 明 . 

一 般 地 ， 我 们 称 RR" 中 的 两 个 集合 4 和 B 是 拓扑 等 价 
的 ， 是 指 存 在 4 到 B 之 上 的 某 个 双方 一 对 一 的 连续 映射 . 
我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 A.1 设 上 为 IE” 中 的 紧 凸 集 ，dim KK 三 7 
那么 KK 拓扑 等 价 于 RR 中 的 闭 单位 球 Bm(0, 1). 
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0e 玉 并 且 在 af K 中 进行 讨论 . 于 是 设 KK 是 有 非 空 内 
部 的 紧 凸 集 ， 并 且 0 eint (和 否则 作 平 移 ). 依 引 理 3.3.7, K 
的 Minkowski 函数 pk(:) 是 连续 函数 ， KE = {rz € RR" | 
PK(Z) < 1}, 而 Eint K = {z € RR" | pxk(7z) < 1}. 因此 ， 
bdK = {zx € RR" |pk(7x) = 1}. 
我 们 定义 映射 了: ”一 JR” 如 下 : 
T(z) = 人 (px(z)/lzl)z, z € IR"\{0}, 
0, I 二 0, 
从 pk 的 定义 看 出 ， T(K) C B(0,1), 这 里 . BB(0,1) 表 
示 丽 "” 中 的 单位 球 , 任 取 y € B(0,1),y 关 0, 容易 验证 
z= 二 (lyl|/px(y))y E K, 并 且 了 (xz) = y, 这 表明 人 
万 (0, 1). 由 此 可 见 ， 
ln flex ve Eo, 
0, 2Z 一 0. 

此 外 工 还 是 一 对 一 的 .为 了 完成 证 明 ， 剩 下 只 须 证 明代 的 
逆 了 -1 也 是 连续 的 . 事实 上 ,不 难看 出 存在 某 个 常数 8 >0 
使 得 

lyll < Bpgk(y), vyeIR". (A.l) 
从 (A.1) 推出 

[TN < Bllyll, vyIR". 
这 表明 了-! 在 0 点 连续 、，T-~! 在 y 关 0 处 的 连续 性 是 DK 
的 连续 性 的 直接 结果 . I 
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这 样 , 为 了 证 明 Brouwer 不 动 点 定理 对 于 有 界 闭 凸 集成 
立 ， 只 要 证 明 对 于 闭 单位 球 了 B(0, 1) 成 立 就 够 了 . 事实 上 ， 
设 了 :所 一 天 为 连续 映射 ， 并 设 了 : (0,1) 一 K 为 双方 
一 对 一 的 连续 映射 . 我 们 定义 新 的 连续 映射 g : B(0,1) 一 
B(0,1): 
ga) = T-1( FT) vz € B(0,1). 


于 是 当 Brouwer 不 动 点 定理 对 于 B(0,1) 成 立时 ; 存在 9 
的 不 动 点 zo.E B(0,1) 使 得 g(x0) = zo. 令 yo = 了 T 了 (x0), 则 
yo € KK, 并 且 yo = 了 (g(zo)) = f(yo), 即 yo 是 f 在 KK 上 
的 不 动 点 . : : 

引 理 A.2 设 1 : B(0,1) 一 S 为 连续 映射 其 中 5 
为 RR" 的 以 0 为 中 心 的 单位 球面 . 那么 不 可 能 成 立 (人 *) = 
z,VX E€ 5S, 即 了 限制 在 单位 球面 5 上 不 可 能 是 恒 等 映射 . 

证 明 我们 分 两 步 来 完成 证 明 . 

(1) 首先 证 明 ， 如果 f(z) = x,Vz € 5S 成 立 ， 则 必 有 连 
续 可 微 映 射 hh : B(0,1) 一 S 满足 h(z)= 7z,Yr ES. 

事实 上 ，f(z) 一 z 在 万 (0,1) 上 连续 , 并 且 f(z) 一 x = 
0,Vz € S; 又 有 f(z) 一 zj < 2,Vx € B(0,1). 因此 可 以 
找到 一 个 数 9，3/4 < 0 <1, 使 得 

|f(z)— zl <1/4, ve < lzl <1. 


设 e1,… ,en 是 JR* 中 沿 各 标准 坐标 轴 的 单位 向 量 ， 根 据 
”Weierstrass 通 近 定理 ， 存 在 多 项 式 Pi(Z1,: ,Tn),l <i< 
n, 使 得 


Dp T1,* ei— (f(z)—z) 


<1/4, vzeB(0,1). 
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令 p(X) = )ji-1Ppi(X)ei. 再 次 应 用 Weierstrass 通 近 定理 于 
3/4<g(r*)<1, 0O0<r<6; 
la(r?)| <1, 0<r<1; 


aq(1)=1. : 
设 9g(z) = x 十 g(jizl)p(x), 则 当 0< jz 和 9 时， 有 
lg(z) = Jlzx + gq(llz)) )p(z) : 
= f(z) + g(lizll?){p(z) — f(z) + x} 
+{e(llzl2) — 1}{f(z) 一 zl 
> If(z)| = la(llzll ) Hp(z) — F(z) + ol 
-1 — a(llzll2)IIf(z) — zl 
> 1—1/4— 2/4= 1/4. 
类 似 地 ， 当 9 < ||zxl| < 1 时 ， 有 
ls(z 川 = lz + a(llzl’){p(z) — f(z) + zx} 
+a(llzll ){f(z) 一 了 . 
> 上 zl — la(llzll I{llp(z) — f(z) + zl| + f(z) — zl} 
> 909— (1/4+1/4)> 1/4. 


因此 — 
| lg(z 川 > 1/4, vz € B(O,1), 


g(z)=7x, VrES,. 
注意 g(x) 的 每 个 分 量 是 Z1,… ,zn 的 多 项 式 ， 故 9 是 连续 
可 微 的 . 从 而 车 令 
h(x) = g(x)/llg(z)N, vz € B(O0,1), 
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则 hh: B(0,1) 一 3 是 连续 可 微 的 映射 , 并且 MKz) = 2Yze 

S. + | 

(2) 现在 我 们 从 上 面 得 到 的 函数 h(z) 来 推出 矛盾 . 为 
h(x) 一 2 二 thPz) 一 zZ)，0<t<1 7E 了 (0,1). 


由 于 hh 连 续 可 微 ， 故 (Z) = h(z) 一 5 也 连续 可 徽 ， 并 且 存 


”在 常数 c > 0, 使 得 


lp(z) — pW < ellz “yl, ,vz,y ee B(0,1). 
注意 ， 当 0 之 t+<1/c 时， 有 hi: B(0,1) 一 B(0,1) 是 一 对 
一 的 ， 因 为 如 果 及 (Zz) = h(y), 并 且 0 <t<1ec, 则 

lz — y= tp(z) — op (WN < tellz — Yl. 
从 而 X= 二 vy. 
一 致 有 界 的 , 因此 存在 一 充分 小 的 正 数 t0, 使 得 当 0 冬 寺 入 加 
时 ， h(x) 的 Jacobi 矩阵 
hi(z)= In+typ (7), .Yr € B(O.1) (A.2) 


是 非 奇 异 的 ， 这 里 J 是 n x n 单位 和 矩阵， 于 是 对 于 tE€ 
[0, to], 根据 隐 函 数 定理 ， hi 把 B(0,1) 映 成 B(0,1) 中 
的 一 个 开 连 通 集 Gt.， 对 于 任意 固定 的 t € |0,to], 考察 点 
z € BB(0,1)\Gt. 任 取 点 Ww € Gt, 设 b 为 z 和 w 的 连 线 
与 Gi 的 边界 的 一 个 交点 . 由 于 h(B(0,1)) 是 紧 集 ， 必 有 
Z E B(0,1) 使 得 b= h(x). 但 b4 Gi, 故 工 不 在 B(0,1) 
的 内 部 ， 即 zl = 1. 于 是 b= x, 并且 z 和 上 位 于 B(0,1) 
的 边界 .由 于 hi:5S 一 ,可见 当 0 <t< to 了 时， 有 是 
B(0,1) 到 其 自身 之 上 的 双方 一 对 一 的 映射 . 
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今 对 于 0 <t< 1, 定义 积分 
J = a det h(x) dz 
B(0,1) 


当 0 < t < to 时 ， J(t) 恰好 是 单位 球 (0,1) 的 体积 的 ， 
但 从 (A.2) 显然 可 见 J(t) 是 t 的 多 项 式 .因此 J(t) 只 能 是 
常 值 ， 即 J( 引 = Wn, 0 < t+ <1. 但 是 ， 

(hi(z), hi(7x)) 一 |， VDZE 已 (0， 1), 
所 以 


(SL, hz)) = 0, vseBO)l<i<n. 

由 此 可 知 z 
det hi(z)=0, vzx€ B(0, 1), 

从 而 J(1) = 0, 与 上 述 结论 J(1) = Vhs 相 了 矛盾. l 

定理 A.3 (Brouwer 定 理 ) 设 f:B(0,1) 一 B(0,1) 
为 连续 映射 . 那么 f 在 B(0,1) 中 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 f 在 B(0,1) 中 没有 不 动 点 . 于 是 
g(z) = x 一 f(zX) 关 0,vxz € SS, 并 上 且 g(x) 在 S 上 指向 外 ， 
z 


(7, g(7)) = 1 一 (x, f (2)) >0, vres. (A.3) 
/ _p(z) = 7 — Mz)f(z), ,zs € B(o0,1), 
其 中 1 0) 
A(z) = 1 Fey’ z € B(0,1). (A.4) 


那么 p(z) 在 B(0,1) 中 连续 ， 并 且 在 SS 上 wyw(z) = ZX. 今 证 
p(z) #0,vzr Ee B(0, 1). 事实 上 ， 若 有 x € B(0,1) 使 得 
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p(z) = 0, 则 z = 和 f(z). 但 据 此 从 (A.4) 可 知 入 一 了 即 
7 = f(z), 这 与 f 在 B(0,1) 上 无 不 动 点 相 矛 盾 ， 于 是 我 们 
可 以 找到 连续 映射 (x) = 2(2)/P(z 镍 使 得 


tp :万 (0,1) 一 5; 
| Vz)=7x, vres. 


但 从 引 理 A.2 可 知 这 是 不 可 能 的 . 从 而 f 在 B(0,1) 上 必 
有 不 动 点 . 
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不 可 行 线性 规划 
C 


超 平 面 

起 平面 的 法 向 量 
稠密 性 
承 托 超 平面 
承 托 男 数 

次 梯度 

次 梯度 不 等 式 
次 可 微 性 

次 微分 

次 微分 映射 
次 线性 函数 

` 次 加 法 性 


单纯 形 
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名 词 索 引 


265 
?79 


18 
23 
69 
69 
11 
116 
289 


5,38 


单纯 形 法 293 
单调 映射 227 
顶点 56 
度 规 函数 95 
等 度 Lipschitz 连续 性 132 
多 面体 20,56 
”多 面 凸 集 196 
短 值 映射 217 
对 偶 锥 174 
对 偶 运 算 . 185 
对 偶 问 题 290,292 
E 
二 次 共 三 函数 151 
F 
法 向 链 215 
仿 射 集 3 
仿 射 包 6 
仿 射 无 关 6 
仿 射 相关 6 
仿 射 组 合 6 
仿 射 坐标 7 
仿 射 变换 7 
方向 导数 204 
范 数 10 
负 对 偶 锥 174 


共 斩 画 数 
H 
海 赛 矩 阵 


函数 族 的 上 包 络 


函数 的 凸 包 
函数 族 的 凸 包 
回收 方向 
回收 函数 
回收 锥 


距离 函数 
集合 内 部 
集合 内 点 
集合 极限 点 
集合 聚 点 
集合 附着 点 
集合 边界 点 
集合 边界 
集合 相对 边界 
集合 相对 内 部 
集合 闭 包 

极 大 单调 上 映射 
极 大 循环 单调 映射 


151 


108 


112 


10,95 


极 小 极 大 定理 


减 小 方向 
减 小 方向 锥 
紧 集 


容许 方向 
容许 方向 馆 


265 
”304 
304 
12 


11 
12 

12 
271,289 
271,289 


14 
56 


269 


11 
11 
10 


10 
10 


305 
305 


304 
305 
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上 半 连 续 函 数 


凸 集 的 严格 分 离 
凸 集 的 强 分 离 
凸 集 的 极点 

上 山 集 的 极点 集 
凸 集 的 维 数 
凸 组 合 

凸 包 

凸 多 面体 
凸 集 的 面 

凸 多 面体 的 面 


凸 多 面体 的 刻 面 【facet) 


凸 多 面体 的 顶点 


凸 多 面体 的 极 小 表现 


凸 规划 问题 
上 四 了 郴 数 


凸 函数 的 回收 方向 


凸 函数 的 回收 雏 
凸 函 数 的 闭 包 


X 


下 端 卷 积 
王 半 连续 函数 
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下 半 连 续 包 
相对 开 集 
相对 内 点 
相对 内 部 
相对 边界 
相对 紧 集 
线段 

线性 变换 
线性 规划 问题 
线性 函数 
循环 单调 映射 


Y 


严格 凸 落 数 
有 限 生 成 的 凹 集 


有 限 生 成 的 凸 酒 数 


有 效 定义 域 
列 解 式 


直线 
直线 状 空 间 
直线 状 度 
真 凸 函数 
锥 

最 优 解 

最 优 值 


Lagrange-Fenchel 变换 


Lipschitz 函数 
MiniMax 定理 
Minkowski 函数 
Rockafellar 定理 
Radon 定理 
Yosida 近似 
Young 不 等 式 


131 
265 

96 
220 
246 
235 
152 
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